Compacité dans RN

Question 1. SoitA un sous-ensemble fini d& Prouvez qu’il est impossible que

Yye A dneA n>y.

Question 2. SoitA C RN. Montrez que
= intAestle plus grand ouvert contenu daxs

= adhA est le plus petit feri contenan#.

Question 3. Donnez un recouvrement ouvert fini et un recouvrement ouvert infifd,de R et
R2,

Question 4. Les ensembles suivants sont-ils compacts ? Justifietail dotre Eponse.
(@ Ar={(x,x+1):xeR}
(b) Ay ={(x,sinx):x € [-m, x|}
(c) As=[-1,2] x[-4,-3
d) As={(x,1-x%:x€[0,1]}

Question 5. SoientA et B deux compacts d&N. Montrez queAn B et AU B sont compacts.
Question 6. Montrez qu’une union finie d’ensembles compacts est un ensemble compact.
Question 7. Soienta,b,c,d € R. Montrez quga, b] x [c,d] est un ensemble compact.

Question 8. Soit(Cy)qeca Une famille d’ensembles compacts. Peut-on affirmer gyies Cy, est
compact ?

Question 9. SoitA un compact d&®. Montrez que si SUR = p, alorsp € A.

Question 10. SoitA c RN. On c&finit la distance d& & A comme le nombre
dist(x,A) :=inf{|x—a| :a€ A}.

= Démontrez que A # @, alors disfx,A) € R,
Montrez que disix, A) = 0 < x € adhA,
= Montrez queA.. := {x € RN : dist(x,A) < €} est un ensemble ouvert contenant

Montrez quex — dist(x, A) est une fonction continue,
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= Montrez queA., := {x € RN : dist(x,A) < £} est un ensemble fef@contenan,
a Etablissez qué),-gA-e = Ne-0A<e = adhA.

Question 11. SoientCy,C, deux compacts d&N. Montrez que I'ensemble
Ci+Coi={x1+X X €Cretxp eCy}

est un compact deN.

Question 12. Soit f : R — R une fonction continue telle qug1) =3 etX Iirin f(x) =1. Montrez
qu’il existe un§ € R tel quevxe R: f(x) < f(&).

Question 13. Soit f : R — R une fonction continue telle qué(0) = —1 etx lim f(x) = 0.

— 400

Montrez qu'il existev € R tel quevy e R: f(y) > f(v).

Question 14. SoitC C RN un ensemble compact. S¢F,)qca une famille de ferras de I'en-
sembleC — doncVa € A, Fy C C. Supposons qu@yecaFo = 2.

(a) Montrez qu'il existeoy, a, ..., o € A, Foy, NFg, N+ NFy = @.
(b) Déduisez en qu€ pos®de la Prop@te des Intersections Finies.
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