
Topologie dans RN

Question 1. Les ensembles suivants sont-ils ouverts ? Fermés ? Justifiez en détail toutes vos
réponses.

(a) [2002,2003]∪{2004}
(b) [−7,2]∪ [3,8]

(c) ]1,4[∪{5}
(d) {−2,−1,4,7,π}
(e) R\{3}
(f) R\Q

(g) Q∪{
√

2}
(h) [−6,−5]∩ [8,9]

(i)
{ 1

2n : n∈ N
}

(j) {(x,y) ∈ R2 : x = 0 et |y|6 1}
(k) {(x,y) ∈ R2 : y > x2}
(l) {(x,y) ∈ R2 : x 6 1 et y > 3}

(m) {(x,y) ∈ R2 : x2 +y2 < 0}
(n) {(x,x4) : x∈ [−1,2]}
(o) ([0,1]× [1,2])∪B[(2,2),1/2]

(p)
⋂

n∈N0
B
(
(0,0),1+1/n

)
Question 2. Que sont les ensembles suivants :

int∅, intR, intQ, intZ, intN, adh∅, adhR, adhQ, adhZ, adhN ?

Question 3. Soit f : R2 → R : (x,y) 7→ x2−y2 +1. Consid́erons l’ensemble

E =
{
(x,y) ∈ R2 : f (x,y) > 8

}
.

Montrez queE est ouvert.

Question 4. Consid́erons l’ensembleK =
{
(x,y,z) ∈ R3 : 4x−3y2 +2z3 6 2

}
. Montrez queK

est un ensemble ferḿe.

Question 5. Consid́erons l’ensembleE = R2\
{
(0,y) ∈ R2 : y > 0

}
. Repŕesentez cet ensemble.

Est-il ouvert ? Ferḿe ? Justifiez.

Question 6. Soit une fonctionf : R→R : x 7→ f (x). Rappelons qu’on d́efinit legraphede f par

Gf =
{
(x, f (x)) : x∈ R

}
.

Montrez la propríet́e suivante :

« Si f est continue alors le graphe def est un ensemble ferḿe». (1)

Soit la fonctiong : R→ R définie par

g(x) =

{
1/x si x 6= 0

0 six = 0

Énoncez la ŕeciproque de la propriét́e (1). D́eduisez de cet exemple que la réciproque de (1) est
fausse.
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Question 7. Soit D la droite d’́equation 2x+ 3y = 6. Notonsπ1 et π2 les demi-plans ouverts
définis parD. Que sont les ensembles suivants :

adhπ1, intπ2, adh(π1∪π2), adhπ1∩adhπ2 ?

Question 8. Soitn∈ N0 et f1, f2, . . . , fn, n fonctions continues deRN dansR.

(a) L’ensemble
{

x∈ RN : ∀i ∈ {1, . . . ,n}, fi(x) > 0
}

est-il ferḿe ?

(b) L’ensemble
{

x∈ RN : ∀i ∈ {1, . . . ,n}, fi(x) > 0
}

est-il ouvert ?

(c) Que peut-on dire si on prend une infinité de fonctions ?

Question 9. Soit a∈ RN etV ⊆ RN. Reppelons qu’on dit queV est unvoisinagedea si ∃r >
0, B(a, r)⊆V.

(a) Montrez queV est un voisinage dea ssi il existe un ouvertO tel quea∈O etO⊆V.

(b) Montrez qu’un ensembleA est ouvert ssi il est voisinage de chacun de ses points.

2/2


