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Vecteurs de RN et opérations

Notre cadre de travail : RN ou N > 1

RN = {(X1,X2,...,XN):X1,X2,...,XN€R}

Définition
On dit que x est un vecteur de RN et on note x € RN ssi
X = (X1,X2,...,Xy) pour certains xq,Xz,..., Xy € R.

Définition
Soient x,y € RN, k € R. Posons x = (X1, Xg,...,Xy) €t
Y =1,Y2,.-.,yn)- Alors,

® X+y:=(X1+y1, X2+ 2, ., XN+ YN)

@ kx:= (kxy,kxz,...,kXn)
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Produit scalaire
Définition

Soient x = (X4, Xa,...,Xn) €t y = (¥1,Vz,...,yn) deux vecteurs de RV.
Le produit scalaire de x et y, noté (x|y), est défini par

(X]y) = X1y1+ XoYo + - + XNYN-

Propriétés

Soientx,y,zeR’VetleR. Ona:
Q@ (xly)eR

Q (x|y)=(ylx)

(x|y +2) = (x]y) +(x]2)

(x+ylz) = (x]2)+(y|2)

(7LX|Y) A(xly)

(x|x

o
o
o
Q (xx) >
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Opérations sur les vecteurs de RN

Propriétés des opérations
vx,y,ze RN, Va,B R, 0na:
Q@ x+y=y+x

Q (x+y)+z=x+(y+2)
Q@ x+0=x=0+x

Q x+(—x)=0

Q o(Bx)=(ap)x

Q a(x+y)=ax+ay

Q@ (a+p)x=oax+px
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Produit scalaire — orthogonalité

Définition
Soient x,y € RN. On dit que x et y sont orthogonaux si (x|y) = J

Dans R? et R3, cette notion coincide avec la notion de
perpendicularité.
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Norme d’'un vecteur

Définition
Soit x = (x4, X2,...,Xy) un vecteur de RV. La norme de x, notée | x|,
est définie par || x|| = \/x12 + X2+ X2

Propriétés

Soientxe RN, A cR.Ona:
Q |Ix|| eRF

Q (x|x)=|x|?

Q ||x|=0ssix=0

Q [Ax| = [A[l|x]
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Droites de R?

Equation paramétrique d’une droite D de R? passant par le point
(X0, ¥0) et dont un vecteur directeur est (x1,y1) :

D= (x,y)=(X0.¥0) +A(x1,y1), pouri R
Equation cartésienne d’une droite D de R? :
D=ax+by=c,
ou (a,b) # (0,0).

Le vecteur (a, b) est un vecteur normal de la droite D.
Si b+#0, la pente de D vaut —a/b.
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@ Droites et plans
@ Droites de R?
@ Droites de R3
@ Plans de R®
@ Quelques systémes
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Droites de R3

Equation paramétrique d’'une droite D de R3 passant par (X0, Y0,20)
et dont un vecteur directeur est (x1,y1,21) :

D=(x,y,z) = (X0, ¥0,20) + A(X1,¥1,21), pour A € R
Systéme d’équations cartésiennes d’une droite D de R3 :

X=—Xo _Y—Yo_ Z—2
X1 Vi Z1

D

ou xq Z0,y1 #0 et zy #£0. (Cas particuliers x; =0, ¥y =00ou z;y =0
traités en exercices.)
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Plans de R3

Equation paramétrique d’un plan o de R® passant par (xg, o, 2) et
dont deux vecteurs directeurs sont (x1, y1,21) et (X2, y2,22) :

a=(x,y,z) = (X0, %0, 20) + A (X1, ¥1,21) + U(X2, ¥2,22), pour A,u € R.

Equation cartésienne d’un plan o de R :

ax+by+cz=d

ou (a,b,c) # (0,0,0).
Le vecteur (a, b, c) est un vecteur normal du plan a.
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0 Calcul matriciel
@ Matrices de type nx p
@ Matrices particulieres
@ Opérations sur les matrices
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Quelques systemes

Systemes de 2 équations linéaires a 2 inconnues
Forme générale :

ax+by=c
ax+by=c

Le nombre ab’ — @b est le déterminant du systéme.

Systemes de 2 équations linéaires a 3 inconnues
Forme générale :

ax+by+cz=d
ax+by+cdz=d
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Matrices de type nx p

Définition
Une matrice A de type n x p est un tableau de la forme

ayy a2 ... ap
az dz ... dop
an‘] an2 e anp
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Notation : A= (aj)1<i<n1<j<p

aj est I'élément situé a l'intersection de la /® ligne et de la j® colonne.
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Matrices particuliéres

@ Matrices de type n x n ou matrices carrées :

ayr a2 ... ain

dp1 d2 ... ap
A= . ) .

am d@n2 --- @am

@ Matrices triangulaires supérieures et inférieures :

a4 a2 ... @in a1 0 0
0 doo ... dop as1 doo 0
0 0 ... am an @n2 ... @am
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Opérations sur les matrices

Soient A = (&j)1<i<n1<j<p €t B = (bj)1<i<r1<j<s-

Les matrices A et B sont égales ssi elles sont de méme type et si

leurs leurs éléments correspondants sont égaux.

Egalité de deux matrices

A=Bssi(n=retp=s)etVi=1,....nVj=1,....,p, aj = bj
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La somme des matrices A et B s’obtient en additionnant les éléments

correspondants de A et B.

Addition de deux matrices

La matrice C = A+ B est définie par
Vi=1,...,nVj=1,...,p, C,'jZ&,'j—{-b,’j
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Matrices particuliéres

@ Matrices diagonales :

a41 0 0
0 aso 0
0 O ann

@ Matrices de type 1 x n ou matrices lignes : (a1 ao
@ Matrices de type nx 1 ou matrices colonnes :

ai
a
an
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Opérations sur les matrices

Soient A= (aj;) une matrice de type nx p et A € R (ou C).

an)
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La multiplication de A par un scalaire A s’obtient en multipliant tous

les éléments de la matrice A par 1.

Multiplication par un scalaire

La matrice B=AAest définieparVi=1,...,nVj=1,....,p, bj = Aa; J
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Opérations sur les matrices
Le produit de deux matrices A et B s’obtient « en multipliant les lignes
de A par les colonnes de B ».

Si A est de type n x p, alors B doit étre de type p x r pour que le
produit AB soit défini.

an ... ap
: : b1 by by,
A= ajq -.. ap et B=
: by by bor
an‘] e anp

Produit matriciel
La matrice C = AB est définie par

p
Vi=1,....n,Vj=1,....p, Cj=ajbij+appbg+-+apby = Y aixby
K=t
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Opérations sur les matrices

Propriétés
@ A+B=B+A
@ A+(B+C)=A+(B+0C)
@ A(BC)=(AB)C
@ A(B+C)=AB+AC
@ (B+C)A=BA+CA
® o(A+B)=aA+oB
® (a+B)A=aA+BA
@ a(AB)=(aA)B=A(aB)
o a(BA) = (af)A
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Opérations sur les matrices

Remarques :
@ Le produit matriciel n’est pas commutatif
@ Le produit matriciel n’est pas simplifiable, cad AB=AC # B=C
@ AB=04A#A=00uB=0
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Opérations sur les matrices

Soit A une matrice de type n x p. La transposée de A, notée A,
s’obtient en interchangeant les lignes et les colonnes de A. Ainsi, la
premiére ligne de A devient la premiére colonne de A',...

Si A est de type n x p, alors Al est de type p x n.

Définition

La transposée de A est la matrice A’ = (&);) définie par & = a;.

Propriétés
° (A=A
@ (A+B)l=A+B!
e (AB)! = BlA!
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o Systemes de n équations linéaires a p inconnues

@ Notations

@ Matrices échelonnées

@ Transformations élémentaires
@ Méthode de Gauss

@ Inverse d’'une matrice
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Notations

Matrice augmentée du systeme :

ai a2
agy a2
[Abl=1 . .
ant dape
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aip b1
agp b2

éafug l)n

25/44

27 /44

Notations

Systeme de n équations linéaires a p inconnues :
an X+ aXe + -+ + aipXp = by
a1 X1 + Xz + -+ A2pXp = b2
am X1+ amXo+---+anpXp = bn

Ecriture matricielle :

ayy a2 ... ap X1 by
azy axp ... dxp X2 b
an‘] an2 e anp Xp bn

Ecriture abrégée : Ax = bavec Ac R™P, x ¢ RP*! et b € R™1,
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Matrices échelonnées — introduction

Résolvez les systemes suivants :

2x+y—z=1 X+y+z=6
X+y+z=6 et y+3z=11
—X—y+z=0 z=3
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Que constatez-vous ? Lequel des deux systemes est le plus simple a

résoudre ?
Idée : Pour résoudre un systeme de n équations linéaires a p

inconnues, on remplace le systeme donné par un nouveau systeme

dont 'ensemble des solutions est le méme que le systeme initial mais

qui est plus simple a résoudre.
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Matrices échelonnées

Définition
Une matrice échelonnée est une matrice qui posséde les
caractéristiques suivantes :

@ Si une ligne ne contient pas que des zéros, alors le premier
élément non nul de cette ligne, appelé pivot, est 1.

@ Les lignes qui ne contiennent que des zéros sont groupées au
bas de la matrice.

@ Dans chaque ligne, le premier élément non nul est situé a droite
du premier élément non nul de la ligne précédente.
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Transformations élémentaires sur les lignes d’une
matrice

@ Permuter les lignes L; et ;.
Notation : L; « L/'

@ Multiplier tous les éléments de la ligne L; par un réel oo non nul.
Notation : L; «— aL;

@ Ajouter a la ligne L; un multiple non nul de la ligne L;.
Notation : L; « L;+ ocL;
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Matrices échelonnées

Méthode de Gauss

Toute matrice peut étre transformée par des opérations élémentaires
en une matrice échelonnée.

Théoreme

Si on transforme la matrice augmentée [A|b] d’'un systéme Ax = b en
une matrice échelonnée [A*|b*], on obtient les équations d’'un nouveau
systeme A*x = b* qui possede le méme ensemble de solutions que le
systeme initial.
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Méthode de Gauss

Ignorer les éventuelles premiéres colonnes de zéros.

o O oo
N wo

2
6
1
0

- O O &
A= 0WODN

1

Faire apparaitre un élément non nul sur la 1 ligne de la 1" colonne
non nulle en permutant les lignes.

0 3 69 3\ Ll
0 0 2 4 2
0 2 10 1
0 -1 01 4
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Méthode de Gauss

Diviser la 1" ligne par son premier élément non nul.

1 2 3 1 Ly —Lq/3
0 24 2
2 1 0 1
01 4

O O oo

—1

Ajouter aux autres lignes un multiple convenable de la 1 ligne pour
amener des zéros dans la premiere colonne non nulle.

01 2 3 1

00 2 4 2

00 -3 6 -1 Ly — Ls—2L;4
00

2 4 5 Ly — Lya+ L4
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Méthode de Gauss
012 3 1
00121
0 00O 1
0 0O0O0O O Ly — Ly— L3
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Méthode de Gauss

Répéter les opérations 1, 2, 3 et 4 sur les lignes suivantes.

o1 2 3 1
00 1 2 1 Lo — Lp/2
0 0 -3 -6 -1
00 2 4 5
012 31
0012 1
0000 2 Ls «— Lz +3L,
0000 3 Ly Ly—2L5
012 31
0012 1
0000 1 Ly Lg/2
0000 1 Ly L4/3
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Inverse d’'une matrice

Définition
Soient A € R™". Linverse de A est, si elle existe, la matrice notée A~'
teleque AAT=1=A"A

Matrice d’'une transformation élémentaire sur les lignes

Appliquer une transformation élémentaire sur les lignes d’'une matrice
A revient a calculer TA ou la matrice T est I'identité 1 dans laquelle on
a effectué la méme transformation.
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Méthode de la matrice compagnon

@ Aet 1 au départ.

@ Aprés la premiere transformation, nous avons : A; := T{A et
1 ;== T11 ou Ty est la matrice de cette premiére transformation,
@ Apres la deuxieme transformation, nous avons : A, := T1A; et
I := T>1 ou T, est la matrice de la transformation 2,

@ eftc.
@ Apres la n® transformation, nous avons : 1 = T,An_1 €t In = Tnly_4 e Déterminants
ou T, est la matrice de la transformation n. e Méthode des cofacteurs
Onal=T,T,1---T1Aetl,=T,Tr 1---T;1. Donc 1 = I,A, d’ou @ Propriétés des déterminants
A_1 — ln.
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Méthode des cofacteurs Méthode des cofacteurs

Mineurs et cofacteurs
Soit A une matrice de type nx n.

Rappel : soit la matrice > @ Le mineur de I'élément a;, noté M;, est le déterminant de la

matrice obtenue en supprimant la /® ligne et la j® colonne de A.

c d o i o
@ Le cofacteur de I'élément a;;, noté Cj;, est le nombre (—1)/ M.

A:<a b

Aest inversible ssiad—bc#A0etona
P d —b Dgflnltlon |
T détA\-c a Soit A une matrice de type nxn.Ona:
@ détA=a;1Cj1 +apCp»+ -+ ajnCj, si on développe suivant la i®
ligne de A;
@ détA = ay;Cyj+ aCyj +--- + apCyy si on développe suivant la j©
colonne de A.

S. Bridoux (UMH) Mathématique Elémentaire 39/ 44 S. Bridoux (UMH) Mathématique Elémentaire 40/ 44



Matrice adjointe

Définition
Soit A une matrice de type n x n. La matrice adjointe de A, notée
adj A, est définie par

Cii Ciz ... Cin\'

C C ... C
adiA= | o F -

Cn1 Cn2 Cnn

Lien entre déterminant et inversibilité
Soit A une matrice de type nx n.

1
. . . e _1 _ § A
A est inversible ssidétA#0etona A JEiA ad;
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Propriétés des déterminants

Théoreme

Soit A une matrice carrée. Si A contient une ligne ou une colonne de
zéros, alors détA=0.

Théoreme

Soit A une matrice carrée. Alors, détA = détAl.

S. Bridoux (UMH) Mathématique Elémentaire 43 /44

Systemes de Cramer

Théoréeme

Soit Ax = b un systéme de n équations linéaires a n inconnues tel que

détA # 0. Alors, le systeme possede une unique solution (x1, X2, ..., Xn)
donnée par

Xi= — pouri=1,....n

ou A; est la matrice A dans lagquelle on a remplacé la j¢ colonne par
les éléments de la matrice b.
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Propriétés des déterminants

Théoréme
Soit A une matrice carrée.

@ Si B est la matrice obtenue en multipliant une ligne ou une
colonne de A par un réel k, alors détB = kdétA.

© Si B est la matrice obtenue en permutant deux lignes ou deux
colonnes de A entre elles, alors détB = — détA.

© Si B est la matrice obtenue en ajoutant a une ligne de A un
multiple d’'une autre ligne ou en ajoutant a une colonne de A un
multiple d’'une autre colonne, alors détB = détA.

Théoreme

Soit A une matrice carrée contenant deux lignes proportionnelles ou
deux colonnes proportionnelles. Alors détA =10
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