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Informations

e [’exercice 2 de la section 3 du chapitre V sera mentionné avec la notation
“exercice 2”7 tout au long de la section 3, et avec la notation “exercice
3.2”7 dans les autres sections du chapitre V.

La notation “exercice II 3.2” sera utilisée pour I'exercice 2 de la section
3 du chapitre II.

e Le Lemme (ou Corollaire, Théoreme, Proposition) 2 de la section 3 du
chapitre V sera mentionné avec la notation “Lemme 3.2” dans toutes les
sections du chapitre V.

La notation “Lemme II 3.2” sera utilisée pour le Lemme 2 de la section
3 du chapitre II.

Notations

0.1

0.1.1.
Soit n,m € N.
e 1 | m signifie que n divise m.

e 7/n représente le groupe quotient (ou ’'anneau quotient selon le contexte)
de Z par le sous-groupe (ou l'idéal) engendré par n. Lorsque n = p est
un naturel premier, Z/p est un corps que nous noterons F,,.

e (Z/n)* est le groupe multiplicatif des éléments inversibles de 'anneau
Z/n.

e S, est le groupe des permutations sur {1,...,n}.
Soient K C E C F trois corps et H C G deux sous-groupes de AutgF.

o Auty F est le groupe des K-automorphismes de F'.
o K* = K \{0} est le groupe multiplicatif de K.

e [F: K] est la dimenision de F' considéré comme espace vectoriel sur K.



0.1.

|G : H] est I'indice de H dans G.

E' = {0 € AutxF | o(u) =u Vu € E} est le plus grand sous-groupe
de Autg F" dont les éléments fixent les éléments de E.

H ={ue F|o(u) =u Yo € H} est un sous-corps de F' contenant
K, appelé le fixateur de H dans F. C’est le plus grand sous-corps de F
contenant K dont éléments sont fixés par les éléments de H.

FE est dit fermé si B = F.
H est dit fermé si H' = H.

E est dit stable (relativement a K et F') si pour tout o € AutgF et
u€ FE, o) €E.






Chapter 5

Corps et Théorie de Galois

1. Extensions de corps

Exercice 1.(a) Soit F' une extension de K et o« € F. Si [F' : K| = 1 alors
{1r} est une base de F sur K. Des lors, il existe 8 € K tel que a = (lp.
Puisque 1p =1, a=plp=0lg = € K et donc F C K.

(b) Supposons que F' D H D K. Alors [F : K] = [F : H|[H : K]. Comme
[F': K] est premier, [F': Hl=1ou [H : K] =1. Du point (a), nous déduisons
F=HouH=K.

(c) D’apres la formule des corps emboités, [F : K] = [F : K(u)][K(u) : K].
Puisque [K (u) : K| =n, n divise [F: K].

Exercice 2. Puisque 7 est transcendant sur Q, Q(7) est une extension de
type fini qui n’est pas finie dimensionelle sur Q.

Exercice 7. Soit

—_

n—

p(x) =) (pi(w)/a(w)z’ + " € K(u)[z]

i

I
=)

un polynoéme non nul tel que p;(z),¢;(z) € K|x] et p(v) = 0. Si p;(x) =0, on
pose ¢;(x) = 1. Posons

—_

n—

p(zy) =Y (piw)/a)a' +2" et pi(y) = iy)/aY)a ) - g1 (y)-

%

Il
=)



6 CHAPTER 5. CORPS ET THEORIE DE GALOIS

Alors
n—1

P () = p(0,9)q0©y) - g (y) = Zp;(y)vi +aq0(y) - gui ()

appartient a K(vl[y] et p'(u) = 0. Si p'(y) = 0 alors p(v,y) = 0 puisque
Vi q;(y) # 0. En particulier p(v,1) = 0, ce qui est absurde puisque v est
transcendant sur K. Par conséquent p'(y) # 0 et donc, u est algébrique sur

K(v).

Exercice 8. Remarquons que u est une racine de z° — u? € K(u?). Par
conséquent, [K(u) : K(u?)] < 2. Si [K(u) : K(u?)] = 2 alors

serait pair. Donc [K(u) : K (u?)] = 1.

Exercice 9. Notons que u™ est une racine du polynéme ™™ — a. Si
2™ — o = g(z)h(x)
alors
" —a = (z™)™ —a = g(z™)h(z™).

Or 2" — a est irréductible. Par conséquent, g(z™) € K or h(2™) € K. Ceci
montre que "™ — q est irréductible. Le polynéme minimal de u™ est donc
2™ — a, c’est-a-dire u™ est de degré n/m sur K.

Exercice 10. Il suffit de montrer que si d € D est non nul alors d~* € D. Par
hypothese, d est algébrique sur K. Donc, d~! € K(d) = K[d]. Mais, puisque
K|d] C D, nous obtenons d~! € D.

Exercice 11. (a) Il suffit de prendre Q(, v/27).

(b) Soient F' une extension de K et uy,...,u, € K. Si u; est transcendant sur
K et sipouri € {2,...,n}, u; est transcendant sur K (ug,...,u; 1) alors il ex-
iste un K-isomorphisme de corps K (uy,...,u,) = K(x1,...,2,) o0 x1,...,Z,

sont des indéterminés. La preuve est laissée au lecteur.

Exercice 12. Le polynéme minimal de vd sur Q est 22 — d. Du Théoreme
1.6, on déduit que Q(\/E) est un espace vectoriel de dimension 2 dont une base

est donnée par {1,/d}.
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Exercice 13. (a) Le polynome est irréductible par le critere de Eisenstein. En
utilisant le fait que u® = 6u? — 9u — 3, on obtient u* = wu® = 27u? — 57u — 18.

On procede de la méme maniere pour u° et on obtient u® = 125u? — 297u — 81.

Sachant les expressions de u* et u® dans la base {1, u, u*}, on calcule celui de
3u® —ut + 2.

En effectuant le division euclidienne, on obtient
2® —62° + 92+ 3 = (v + 1)(2® — T + 16) — 13.
En remplagant = par u, on a (u +1)~' = u?/13 — Tu/13 4+ 16/13.
La division euclidienne montre que
2 — 62>+ 92+ 3 =x(2*—62+8) +x+3

et
2* — 6z +8 = (z—9) (v +3) + 35.

En remplacant x par u, on a
0=u(u®—6u+8) +u+3

et
u? —6u+8 = (u—9)(u+3)+ 35.

De 35 = u? — 6u + 8 — (u — 9)u(u® — 6u + 8), on conclut alors que

(u? —6u+8)"' = (1 — (u—9)u)/35 = —u?/35 + 9u/35 + 1/35.

Exercice 14. (a) Appliquons la formule des corps emboités & Q(v/2,v/3) D
Q(v2) D Q:

Q(v2,v3) : Q] = [Q(v2,V3) : Q(v2)I[Q(V2) : Q]
Puisque v/3 est une racine de 22 —3, [Q(v/2) : Q] = 2 et [Q(v/2,V3) : Q(+v/2)] <
2. Si [Q(v2,V3) : Q(v/2)] = 1, alors v/3 € Q(v/2), c’est-a-dire v/3 = a +by/2

avec a,b € Q. En élevant au carré, on obtient

a2+ 2% — 3+ 2abV2 = 0.
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Puisque {1,v/2} est une base de Q(v/2) sur Q (Théoreme 1.6.), on a

a?+2¥ -3 =0
2ab =0

Sib=0alors V3 € Q. Sia=0,3=2b. Dans les deux cas nous obtenons
une contradiction. Par conséquent [Q(v/2,v/3) : Q(v/2)] = 2 et donc,

[Q(V2,V3) : Q] = 4.

Une base est alors donnée par {1,v/2,v/3,v6}.

Exercice 15. Puisque K(z) = K(u)(z), K(z) est une extension simple de
K(u). D’autre part, z est une racine de u(y + 1) — y>. Montrons que ce
polynome est irréductible dans K (u)[y]. D’apres le Théoreme I11.6.13, il suffit
de montrer qu’il est irréductible dans K[u][y] puisque u est transcendant sur
K. On montre en comparant le degré en y que ce polynome n’a pas de racine
dans K[u]. Tl est donc irréductible puisqu’il est de degré trois. Par conséquent,

(K (z): K(u)] = 3.

Exercice 16. D’aprés le Théoreme 1.6, Q(i) et Q(1/2) sont des extensions de
degré deux sur Q et {1,i} et {1,4/2} en sont des bases respectives. On définit
alors un isomorphisme de Q-espace vectoriel en envoyant 1 +— 1 et i — /2.

Si o est un isomorphisme de corps entre Q(i) et Q(v/2), —1 = o(i?) = (0(i))?
serait un carré dans Q(v/2). Il n’existe donc pas d’isomorphisme de corps entre

Q(i) et Q(V/2).

Exercice 17. Le polynome p(z) = 2? + x + 1 est irréductible dans Fy|x]
puisqu’il n’a pas de racine dans Fo. Par le Théoreme 1.6, Fy(u) = Folx]/(p(z))
est une extension de degré 2 dont une base est {1,u}. Donc Fo(u) = {a +
bu | a,b € Fy} est d’ordre 4.

Plus généralement, pour construire un corps d’ordre p", il suffit de quotien-
ter IF,[z] par un idéal engendré par un polynéme irréductible de degré n et
appliquer le Théoreme 1.6.

Exercice 18. (a) Soit 37~ (a;/b;)a’ + 2™ le polynome minimal de u dans
Q[z]. Alors en multipliant par by - - - b,_1, on montre que by - - - b,_ju est une
racine de S0 (ai/bi)(bo - - - bp_1)"'a + 2" € Lx].
(b) C’est une conséquence de la Proposition 111.6.8.
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(c) Si u est une racine de 3.7 '’ + 2™ € Z[z] alors nu est une racine de
St am™ it 4 ™ € Za).
Cherchons by, ..., b,_1 € Z tels que

m—1 m—1
Z au' +u™ = Z bi(u+n)" + (u+n)"
i=0 i=0

En comparant les termes en u‘, on obtient le systéme suivant:

(

ag = by+bn+bn®+---F by 0™+ nm
6= b () han et (T b (7

Am—o2 = bmfg + (ml_l)bm,ln + (Tg)n2
Qp—1 — bm—l + (T)TL

\

Puisque a,,_1,n € Z, b,_1 € Z. En continuant de la sorte, on trouve
bo,...,bm_1 € 7 satisfaisant le systeme. Donc, u + n est une racine d’'un
polynome a coefficients entiers qui est 2?;61 bix' + a™.

Exercice 19. Puisque u est de degré m sur K et K C K(v), u est de degré
au plus m sur K(v). Donc
[K(u,v): K| =[K(u,v) : K()][K(v) : K] < mn.

Cette derniere égalité montre que n = [K(v) : K| divise [K(u,v) : K|. En
appliquant la formule des corps emboités a la chaine K C K(u) C K(u,v), on
obtient que m aussi divise [K (u,v) : K|. Par conséquent, mn divise [K (u,v) :
K] lorsque m et n sont premiers entre eux. On a alors mn < [K(u,v) : K] <
mn.

Exercice 20. (a) Considérons les chaines K C L, M C LM. Alors
(LM : K] = [LM : M][M : K] = [LM : L][L : K].

Donc, si [LM : K] est fini alors [M : K] et [L : K] sont finis. Réciproquement,
il suffit de montrer que

D={mi+---+Llym, | l;€L,m;eM pour i=1,...n}=LM.
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En effet si {e1,...,es} et {uy,...,u,.} sont des bases respectives de L et M
sur K, alors {e;u; | i =1,...s et j=1,...,r} est une partie génératrice
de LM sur K et donc, [LM : K| < 0.

On vérifie que D C LM. Montrons que LM C D. Notons que K C D car
L, M C D et que D est un anneau integre. Puisque F' est algébrique sur K,
I’exercice 10 entraine que D est un corps. Or, LM est le plus petit corps
contenant L et M. Par conséquent, LM C D.

(b) Notons que [LM : K] est divisible par [L : K] et [M : K] puisque [LM :
K|=I[LM: L|[L: K|]=[LM : M][M : K].

Montrons par induction sur [LM : K| que [LM : K] < [L : K|[M : K]. 1l
n'y a rien a prouver lorsque [LM : K| = 1 et lorsque L = M. Soient L =
K(ay,...,as) et K(ay,...,a;) € L tels que j < s et K(ay,...,a;)M C LM.
Notons alors que [K(ay,...,a;)M : K| < [LM : K|, LM = K(a4,...,a5)M =
M(ay,...,as) et K(ay,...,a;)M = M(aq,...,a;). Comme

[M(ay, ..., as): M(aq,...,a;)] < [K(aq,...,as): K(a1,...,q5)],

nous avons par hypothese d’induction

(LM : K] = [K(ay,...,a5)M : K(ay,...,a;)M|[K(ay,...,a;)M : K|
= [M(a,...,as): M(ay,...,qj)|[K(a1,...,a;)M : K]
< [K(ai,...,as): K(aq,...,q)]|[K(a1,...,a;): K|[M : K]
< [K(ai,...,as): K][M : K]
< [L:K]M: K]

(c) Par (a), [LM : K] est fini et d’apres (b), [L : K] et [M : K] divisent
[LM : K| < [L: K|[M : K|. Puisque [L : K] et [M : K] sont premiers entre
eux, [L: K|[M : K] divise [LM : K]. Finalement, nous obtenons

[L:K|M:K|<[LM:K|]<I[L:K|[M:K].
(d) On vérifie (exercice) que les éléments de LM sont de la forme

tymy + -+ Lm,
Gmy + -+ Om

ot ymy + -+ Lm, # 0, 0,5 € Z\ {0} et Ei,ﬂ; € L, mi,m; € M pour
1 =1,...,ret 7 = 1,...,s. Soit a un tel élément. Montrons que « est

algébrique sur K. Soient

L'=K(,... 0.0, ... 0)et M =K@my,... m,m,... m,).



2. Le Théoreme Fondamental 11

Notons que L' C L et M’ C M sont des extensions finies de K. Du point (b),
nous déduisons alors que L' M’ est une extension finie de K et donc algébrique.
Ce qui termine la preuve puisque

Elml + .- +€rm7~

— e L'M'.
Gymy + -+ Lom

Exercice 21. (a) Supposons que K ¢ LN M et soit « € (LN M)\ K. Donc
K(a) C L, M. Par hypothese et le point (b) de 'exercice 20, nous obtenons
alors la contradiction suivante

[L:K|M:K] = [LM: K]
= [LM : K(a)][K(a) : K]
< (L K@M : K(@)[K(a) : K]
< [L:K(a)][M: K]
< [L:K|[M: K]

(b) Supposons que [L : K] = 2 et considérons la chaine K C M C LM. Nous
avons

[LM : K] = [LM : M|[M : K].
Il suffit de montrer que [LM : M| = [L : K|, c’est-a-dire [LM : M| = 2.
Notons que [LM : M| < 2 puisque [LM : M] < [L: K]. Si [LM : M] =1
LM = M et donc, K & L = M N L, ce qui est une contradiction.
(c) Soient L = Q(v/2) et M = Q(v2w) ol w = €?™/3. Puisque /2 et /2w
sont racines du polynome irréductible 2* — 2, [L : K| = [M : K| = 3. D’autre
part, [Q(V/2,w) : Q(v/2)] < 2 car w est racine de x2 + = + 1. Par conséquent,

LM : K] = [Q(V2.w) : Q(V2))[Q(V2) : Q] < 6 < [L: K][M : K] =9,

2. Le Théoreme Fondamental

Exercice 1. (a) Puisque Ker o est in idéal de F', Kero = {0} ou Kero = F.
Donc o est injective ou 0 = 0. Si o # 0 alors il existe a € F tel que o(a) # 0.
Nous avons o(a) = o(a.1) = o(a)o(l). Comme F est un anneau integre et

o(a) #0,0(1) = 1.
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(b) Exercice.

(c) On a AutgF C Aut F et id € AutgF. Sio,u € AutgF, op™! € AutK
puisque Aut K est un groupe. Il suffit donc de montrer que ot est K-lindaire,
ce qui est laissé en exercice.

Exercice 2. Montrons d’abord que les automorphismes de R préservent ’ordre
dans R. Soient 0 € AutgR, et a > 0. Alors

o(a) = o(Vava) = (Va)* 2 0.

Si a < b, alors b — a > 0 entraine que o(b —a) > 0. et donc, o(a) < o(b).
Supposons qu'’il existe un nombre réel a tel que o(a) # a. Sans perte de
généralité, nous supposons o(a) < a. Comme Q est dense dans R, il existe
un g € Q tel que o(a) < g < a. Puisque ¢ < a, 0(q) < o(a) et donc,
o(a) < qg=0(q) < o(a), une contradiction.

Exercice 3. Rappelons que o € Ath@(\/E) est completement déterminé par
son action sur v/d (Théoreme 1.6). Si d est un carré dans Q, alors Q(vd) = Q
et donc, AutgQ(vVd) = AutgQ = {id}. Si d n’est pas un carré dans Q, le
polynéme minimal de d sur Q est 22 — d. Par le Théoreme 2.2, o(v/d) = £v/d
entraine que AutgQ(vd) = Z/2.

Exercice 4. Sioc € G = Au‘c(@(@(\/§7 V3, \/3) alors a(\/§) = +/2, a(\/g) =
+/3 et 0(\/5) = ++/5; il y a donc 8 possibilités de définir o et donc, G
est un groupe d’ordre 8. Décrivons les éléments de GG. Notons o, ¢ et v les
automorphismes de G tels que

c(V2) = —V2 et o fixe Q(V3,V5)
5(vV3) = —V3 et § fixe Q(V2,V5)
y(VE) = —V5 et g fixe Q(V2,V3).

On montre alors que G = (0, d, 7). Tout élément de G est d’ordre 2 et donc, G
est commutatif (exercice I 1.13). Finalement, nous avons G = Z/2 X Z/2 x Z/2.

Remarque:

Ce raisonnement est incorrecte lorsque le corps est @(\/5, V3, \/6) En ef-
fet, puisque V6 = v/2v/3, a(\/é) = a(\/i)a(\/g) et donc, I'image de v/6 est
complétement déterminé par o(v/2) et o(v/3). On vérifie que Q(v/2, v/3,v6) =
Q(v2,V3) et AutgQ(v/2,v3,V6) = 7/2 x 7)2.



2. Le Théoreme Fondamental 13

Exercice 5. (a) D’apres 'exercice 3, soit Q(v/d) = Q et AutqQ(vd) = {id}
(et donc, Q(v/d) est une extension galoisienne de Q) soit AutgQ(v/d) = {id, o'}
ot 0(vVd) = —Vd. Sia € QWd)\Q, o = a+bvd avec a,b € Q et b# 0. Par
conséquent, o(a) # a et donc, Q(vd)' = Q.

(b) Sachant que la conjuguaison ¢ dans C est dans AutgC, @ € C\ R implique
que o(a) # a. Donc, C est une extension galoisienne de R.

Exercice 6. Soit ¢(y) = %g(y) - fly) € ( )[y] Comme ¢(y) # 0 et
o(r) = Mg(x) — f(z) =0, x est algébrique sur K( ( ) Le degré en y de ¢(y)

9(z)
est max(deg, f,deg, g) puisque (x) ¢ K. Montrons que E ; est transcendant
sur K. Supposons qu’il existe des ratlonels non tous nuls ay, ..., a,_1 tels que

(f(@)/9(@)" + an-r (f(x)/g(z))" " +---a9 = 0.

En multipliant par g(z)", nous obtenons une équation polynomiale

f@)" + an-1f(2)" g(x) + - - agg(z)" = 0

qui est non triviale puisque f(z) et g(z) sont premiers entre eux. Ceci est
impossible car x est transcendant sur K. Des lors, le Théoreme 1.8 montre
que K (L&) gx))) K (z) ou z est une indéterminée sur K. Sans perte de généralité

f(z)
nous Posons z = 5.

A présent, montrons que ¢(y) = zg(y) — f(y) est irréductible dans K(z)[y|.
Etant donné que f et g sont premiers entre eux, les diviseurs communs des
coefficients de ¢ sont les éléments non nuls de K et! donc ¢ est primitif. Par le
Lemme I1II 6.13, il suffit alors de montrer que ¢ est irréductible dans K|z|[y] =
Klz,y]. Soit ¢(y) = p(y)q(y). Nous pouvons supposer que deg,p = 1 et
deg, ¢ = 0 puisque ¢ est de degré 1 en z. Alors ¢(y) € K[y et ¢(y) divise ¢
et donc, il divise f et g. Or f et g sont premiers entre eux, ce qui montre que
q(y) € K. Donc ¢ est irréductible. Nous avons alors

[K(x) - K(f(x)/g(x))] = max(deg f,deg g).

(b) Si K & F alors il existe un élément % € F\ K. Considérons la chaine
KL%y ¢ E ¢ K(z). Puisque

9(@)
[K(x) : K(f(x)/g(x))] = [K(x) : E][E: K(f(x)/9(x))]

Le'est-a-dire les inversibles dans K|2].
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est fini par (a), [K(x) : E] l'est aussi.
(c) D’apres l'exercice 1(a), o est toujours injective. Donc, o est un K-automor-

phisme si et seulement si o est surjective. Il est clair que Imo = K (%) C

K(z). D’apres (a), nous avons alors

l=max(deg f,degg) & K(z)=K(f(z)/g9(z)) < o est un K —automorphisme.
f

T
(d) Soit ¢ € AutgK(x) et o(x) = %. Le point précédent montre que f =

ar +b,g = cx +d avec a # 0 ou ¢ # 0 et f,g premiers entre eux. Mais

ad = bc < df (z) = bg(x) & % € K & f et g ne sont pas premiers entre

eux. Ce qui termine la preuve.

Exercice 7. Notons o le Q-automorphisme z — 1/(1 — z). Alors o2 est le
Q-automorphisme x +— (z —1)/z et ¢® = id. Donc G = {id, 0,0} est le sous-
groupe de Auty K (z) engendré par o. Dans la preuve du Théoreme d’Artin
(2.15), il apparait que [K(z) : G'] = |G| = 3. Alors, si % eG\Ketf,g
sont premiers entre eux, 1’égalité
max(deg f,degg) = [K(z): K (f(z)/g(x))]
= [K(z): G[G": K (f(z)/g(x))]

implique que G' = K (%) si max(deg f,degg) = 3. Cherchons alors deux
polynomes f, g premiers entre eux tels que deg f(z) = deg g(x) = 3 et a(%) =
%. Soit f(z) = 23 + az* + bx + c. Remarquons que

o(f(@) = () +al—) +br—te
I1+a(l—2)+b(1—2)*+c(1l—2z)?
(o) |

et donc,
(1—2)0(f(z))=14+a+b+c—(a+2b+3c)x + (b+ 3c)r* — ca®.
Notons alors que si f(z), g(x) sont tels que
(1 —a)o(f(z) = —f(x) et (1-2)o(g(z))=—g(z)

alors?

o(f(x) _ ~J() _ [(@)
o(gl@)  —gl@)  gla)

2 Pégalité (1 — x)30(f(x)) = f(x) mene & un systéme impossible.

o(f(x)/g(x)) =
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Cherchons a,b, ¢ tels que —f(z) = —(2* +ax> +bx+¢) = 1+a+b+c—
(a+2b+ 3c)x + (b+ 3c)x® — cz®. On déduit de cette égalité que ¢ = 1 et
a + b = 3. 1l suffit alors de donner des valeurs a a et b afin que f et g soient
premiers entre eux. Prenons par exemple f(z) =23 — 322+ 1 (a = —3,0=0)
et g(z) = 23— 222 —x+1 (a = —2,b = —1) et montrons que f(z) et g(x)
sont premiers entre eux. Il suffit de montrer que f et g n’ont pas de racine
commune. Rappelons que les racines communes sont aussi racines du reste de
la division euclidienne de f(z) par g(z) qui est x(—bxz + 1). Si car K # 5, les
racines de z(—5x + 1) sont 0 et 57! qui ne sont pas racines de f(z) et g(x). Si
car K = 5, f et g sont aussi premiers entre eux puisque 0 est la seule racine
de x(—5x 4+ 1) = z et 0 n’est pas une racine de f et g. On a donc

3 —3x2+1
3 — 222 —x+1

G = K( ).

Exercice 8. Notons ¢ 'automorphisme donné. On montre par induction sur
n que 0" (z) = x+n. Comme car K = 0, Vi € N\ {0} 0™ # id et donc, G est un
groupe cyclique infini. Si K C G', [K(x) : G'] est fini d’apres 'exercice 6(b).
Le Lemme 2.8 entraine alors |G”| = |[Aute K (x)| < [K(z) : G'] est fini; ce qui
est absurde puisque G C G” par le Lemme 2.6. Par conséquent, G' = K.

Exercice 9. (a) Si K(z) n’est pas Galois sur K, alors (AutgK(z)) 2 K et
donc, par l'exercice 6(b), [K(z) : (AutgK(x))'] < co. Le Lemme 2.8 montre
alors que

[ Aub(aut k@) B ()] < 0.

Or, Aut(aut, k() K (2) = Autg K (x) est infini d’apres I'exercice 6(d) puisque
K est infini.
(b) Si K est fini alors l'exercice 6(d) montre que Auty K (z) est fini. Si K(z)

est Galois sur K, le Théoreme d’Artin (2.15) implique alors que K (x) est une
extension finie de K, ce qui est absurde.

Exercice 10. Puisque K est infini, 'exercice précédent entraine que K (x)
est galois sur K et donc, Autyg K(z) est fermé. Soient H un sous-groupe
propre fermé de Auty K () et H' le corps fermé correspondant. Montrons que
H' 2 K. Puisque K (z) est Galois sur K, si H' = K alors

AutxK(z) = K'= H" = H.
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Ce qui est absurde puisque H est un sous groupe propre de Auty K () et donc,
H' 2 K. Alors, par 6(b), [K(z) : H'] < co. Le Lemme 2.8 implique alors que

|H|=[H:1)=[H":1] < [K(x): H] < c0.

Tout sous-groupe propre fermé de Auty K (x) est donc fini.

Montrons a présent que tout sous-groupe fini H de Autx K (x) est fermé. Nous
savons par le Théoreme d’Artin (2.15) que Auty K (z) = H, et puisque (H') =
Auty K(z), nous obtenons

H" = Auty K(x) = H.

Exercice 11. Notons que z est une racine du polynome irréductible y? — 22

qui est irréductible dans Q(z?)[y] (exercice). L’image de z par un Q(z?)-
automorphisme de Q(x) ne peut étre alors que +x. Par conséquent,

Q($2), = {“L U}

ou o est 'automorphisme de Q(z) induit par la fleche x — —z. Puisque o(z)

—z # x, v ¢ Q(2?)" implique que Q(2?)” & Q(z) et donc, [Q(x) : Q(2?)"] # 1.
Considérons la chaine Q(x?) C Q(z?)” & Q(x). Alors

2=[Q(z) : Q") = [Q(z) : Q=*)"[Q=")" : Qa?)]
et donc, Q(2?)" = Q(x?).

Montrons que Q(z3) n’est pas fermé. Remarquons que z* est une racine de
y® —2® qui est irréductible dans Q(z?)[y]. Ce polyndome n’a qu'une racine dans
Q(z) : en effet, y* — 23 = (y — 2)(y* + yx + 2?), si f(x)/g(x) est une racine de
y* + yx + 22 alors pour ¢ € Q\ {0} tel que f(q)/g(q) # 0 nous avons

f@)e | flg) 2
0 = (L2
G * g
fla@) o, fla)
G+ et
Il en découle que le polyndome 3> +y + 1 € Q[y| a une racine L% dans Q; ce

qui est absurde puisque y* + y + 1 est irréductible dans Qly]. Par conséquent,
Q(2?)" = {id} et donc,

Q)" = {id}' = Q(z) # Q(z°)
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Exercice 12. Montrons que quelque soit u € F'\ K, il existe un K-automor-
phisme o € AutgF tel que o(u) # u. Etant donné que F' est une extension
galoisienne de F, si u € F'\ F, il existe un E-automorphisme o € AutgF C
Autg F tel que o(u) # u. De méme, Siu € E\ K, il existe 6 € Autg E tel que
7(u) # u. Par hypothese, il existe 0 € Autx F' qui étend & et donc, o(u) # u.

Exercice 13. Par 9.(a), K(z) est une extension galoisienne de K. Soit o le
K automorphisme de Autx K (x,y) tel que o(z) = y et o(y) = z. 1l est clair
alors que K (x) n’est pas stable.

3. Corps de rupture, cloture algébrique et nor-
male

Exercice 1. Le résultat est clair puisque I’ensemble des racines des polynomes
fi,..., fn est exactement celui de f;--- f,.

Exercice 2. Remarquons que S C E[z]| puisque K C E et S C K[z]. Nous
savons par hypothese que si f € S alors f est scindé sur F. Il suffit donc
de montrer que F est engendré sur F par toutes les racines des polynomes
de S, notons U cet ensemble. Puisque K C E C F, U C F et F' = K(U),
F=K{U)CE({U)CF etdonc, F=FE(U).

Exercice 3. a) Le “seulement si” découle de 'exercice précédent. Supposons

que F est un corps de rupture de f sur F et notons uq, ..., u,, ..., u, les racines
de f dans F'. Alors

F = E(uy,... U, ... uy)

K(ug, oo un) (g, ooy Uy ey Uy

= K(Up, ..., Upy.o,Uy).

De plus, f étant scindé sur F, nous obtenons que F' est un corps de rupture

de f sur K.
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(b) Soient S C K[z]|, U" un ensemble de racine des polynémes de S, £ = K (U’)
et ' un surcorps de E. Alors F est corps de rupture de S sur K si et seulement
si F' est un corps de rupture de S sur E.

Supposons que F est un corps de rupture de S C Klz| sur E. Alors F = E(U)
ou U est I’ensemble des racines des polynomes de S. Comme U’ C U,

F = E(U)
= K({U)U)
= K(U).

De plus, par hypothese, si f € S alors f est scindé sur F' et donc, F' est un
corps de rupture de S sur K. L’autre sens découle de 'exercice 2.

Exercice 4. Si f € T alors il existe g € S tel que f divise g. Puisque g
est scindé sur F, f aussi est scindé sur F'. On vérifie que I'’ensemble U des
racines des polyomes de S est égal a ’ensemble des racines des polynomes de
T. Puisque F' = K(U), nous obtenons alors que F' est un corps de rupture de
T sur K.

Exercice 5. Nous procédons par induction sur deg f = n. On vérifie lorsque
n = 1. Supposons alors n > 1 et traitons d’abord le cas ou f est irréductible.
Soit ¢ € F une racine de f. Alors f = (z — ¢)g avec g € K(c)[x]. De plus,
F est un corps de rupture de g sur K(c) et degg = n — 1 < n. L’hypothese
d’induction montre alors que [F': K(c)] | (n — 1)! et donc,

[F:K]=[F:K(@@)]K(): K]|(n—1)n=nl

Supposons que f = gh est réductible dans K[z| et notons L le corps de rupture
de h sur K. On montre que F' est un corps de rupture de g sur L. Puisque
degh,degg < n, par hypothese d’induction, [L : K| | degh! et [F : L] |
deg g! = (n — degh)! et donc,

[F:K|]=[F:L|[L: K]|(n—degh)!degh!|n!
car (de’;h) e N.
Exercice 6. Soit f € KJ[z]| et o une racine de f dans un corps de rupture

de f sur K. Comme K («) est une extension algébrique de K, K(a) = K par
hypothese et donc, a € K.
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Exercice 7. Notons que E est un corps et F est algébrique sur K (Théoreme
1.14). Montrons alors que E est algébriquement clos. Soient f € E|x] et o une
racine de f. Puisque F C F' et que F est algébriquement clos, o € F. Comme
a est algébrique sur F et E est algébrique sur K, « est algébrique sur K par le
Théoreme 1.13 et donc, a € E. Ce qui montre que F est algébriquement clos,

et puisque E est une extension algébrique de K, E est une cloture algébrique
de K.

Exercice 8. Si K = {ay,...,a,} est fini et ap # 0 alors
ap+ (x —ap) -+ - (x — ap)

n’a pas de racine dans K et donc, K n’est pas algébriquement clos.

Exercice 9. Supposons que F' est une cloture algébrique de K et soit F’
une cloture algébrique de K contenant E. D’apres le Théoreme 3.4, F' et F’
sont des corps de rupture de I'ensemble de tous les polynémes dans Klz]. Il
existe donc un K-isomorphisme 0 : F — F par le Théoreme 3.8 (il suffit de
considérer id : K — K). Alors dg est le K-monomorphisme desiré.

Réciproquement, soit F”’ une cloture algébrique de K. Par hypothese, il existe
un K-monomorphisme o : F' — F. Nous avons o(F’) C F. Montrons que
F C o(F"). Remarquons d’abord que o(F”) est une cloture algébrique de K.
Soient alors a € F et f son polynéme minimal dans K[z]. Comme f € o(F")[x]
et o(F") est algébriquement clos, a € o(F").

Exercice 11. (a) Soient fi,..., f, les polynomes minimaux respectifs de
ai,...,a, sur K et F un corps de rupture de fi,...,f, sur K contenant
K(ay,...,a,). Puisque ay,...,a, sont séparables sur K, fi,..., f, sont aussi
séparables. Alors, le Théoreme 3.11 montre que F est séparable sur K et donc,
K(ay,...,a,) aussi est séparable sur K.

(b) Soient S un ensemble d’éléments séparables sur K, F = K(S) et a € F.
Il existe ay,...,a, € S tels que @ € K(ay,...,a,). Le point précédent permet
alors de conclure.

Exercice 12. (a) Notons f et g le polynome minimal de u sur K et FE
respectivement. Comme f est séparable et ¢ divise f car K C F, g est
séparable et donc, u est séparable sur E.

(b) Si F est séparable sur K alors F' est séparable sur F par (a) et E est
séparable sur K puisque F C F.
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Exercice 13. (i) = (i7) Par hypothese [F': K| = n et donc, F' est algébrique
sur K. Le Théoreme 3.11 montre alors que F' est séparable sur K et un corps
de rupture sur K d’un ensemble S de polynoémes dans K[z]. De plus S est
I’ensemble des polynomes minimaux sur K des éléments d'une base de F' sur
K. Si{e,...,e,} est une base de F' sur K et fi,..., f, sont les polynémes
minimaux respectifs sur K alors S = {f1,..., fa}. L’exercice 1 entraine alors
que F est un corps de rupture de f = f;--- f, sur K.

(1) = (i7i) Considérons une décomposition de f = fi--- f, en polynomes
irréductibles dans K[z]. Puisque F' contient toutes les racines de f, les poly-
nomes fi,..., f, sont des polynomes minimaux sur K de certaines racines de
f et donc, ils sont séparables par hypothese.

(13i) = (i) Soient f = fi--- f, une décomposition de f en polynomes irré-
ductibles dans K[z| et T'={f1,..., fn}. Puisque fi,..., f, sont séparables, le
Théoreme 3.11 montre que F' est Galois sur K.

Exercice 17. Soient u € E, f son polynéme minimal sur K et o € AutgF.
Puisque o(u) est aussi une racine de f (Théoreme 2.2) et £ contient toutes les
racines de f (E est normal sur K), o(u) € E et donc, F est stable.

Exercice 18. Supposons que E est stable. Soient u € E\ K et f son polynome
minimal sur K. Il faut montrer que E contient toutes les racines de f. Soit
v une autre racine de f et montrons que v € E. Notons que v € F puisque
F' est normal sur K. Par le Corollaire 1.9, il existe un K-isomorphisme &
entre K(u) et K(v) tel que 6(u) = v. D’apres le Théoreme 3.14, F' est un
corps de rupture sur K d’un ensemble S C K|z] et donc, on peut étendre &
en un K-isomorphisme o € Autg F' par le Théoreme 3.8 (notons que S = S’
puisque & est un K-isomorphisme et S C K|z]). Comme E est stable et u € E,
o(u)=0c(u) =v € E.

La réciproque est donnée par l'exercice 17.

Le Lemme 2.14 montre que AutgF/E' = AutgF'/AutgF est isomorphe au
groupe des K-isomorphismes de E extensibles a F'. Mais, par le Théoreme 3.8,
tout K-isomorphisme de F s’étend en un K-isomorphisme de F' puisque F' est
un corps de rupture sur K et, donc sur E. Ce qui montre que Auty F/E" =

AutKE

Exercice 23. Soit u € F'\ K et f son polynome minimal sur K. Puisque
K+#K(u) C Fet[F:K|]=2 degf =2 soit f=2%—ar+b Sivest
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la seconde racine de f alors u4+v = a € K et donc, v = a —u € F. Par
conséquent, toutes les racines de f sont dans F' et f est donc, scindé sur F'.

Exercice 20. Considérons les corps Q C Q(v/2) € Q(v/2). On montre que le
polynéme minimal de v/2 sur Q est 2* — 2, celui de v/2 sur Q(v/2) est 22 — /2
et celui de v/2 sur Q est 22 — 2. Donc,

[Q(V2) : Q(V2)] = [Q(V2) : Q] = 2.

Nous déduisons alors de 'exercice 23 que Q(v/2) et Q(v/2) sont des extensions
normales de Q(v/2) et Q respectivement. Cependant Q(v/2) n’est pas une
extension normale de Q car v/2i est une racine de z* — 2 et v/2i ¢ Q({‘/ﬁ)

Exercice 22. Soient u € F' et f son polynéme minimal sur K. Par hypothese,
il existe une extension normale I’ C F de K contenant u. Le polynome f est
scindé sur F”’ et donc sur F.

Exercice 24. Soient f un polynome irréductible dans Klz| et f = fi--- fa
une décomposition en facteurs irréductibles dans F'[x]. Montrons que deg f; =
-+~ =deg f,. Solent ,j € {1,...,n} et o, B des racines de f; et f; respective-
ment dans un surcorps de F'. Puisque f est le polynome minimal de a et 3
sur K,

K(a) = K(8)

d’apres le Corollaire 1.9. D’autre part, F' est un corps de rupture sur K car F
est normal sur K et donc, F'(«) et F((3) sont des corps de rupture sur K («)
et K () respectivement. Alors, le Théoreme 3.8 montre que

F(a) 2 F(f).
Des lors,
deg fi = [F() : F] = [F(P) : F] = deg f;.

Le réciproque est laissée en exercice.

4. Le groupe de Galois associé a un polynome

Exercice 1. (a) Il est clair que g est scindé sur F. Comme F = K (uy, ..., ux)
et K CECF,F=EF(u,...,u). Le corps F' est donc un corps de rupture
de g sur F .
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(b) D’apres le Théoreme 3.11, F' est Galois sur E puisque F' est un corps de
rupture de g sur E et g est séparable.

(c¢) L'inclusion AutgF C AutgF est un exercice. Montrons l'inclusion réci-
proque. Remarquons que les coefficients de

k k—1
g=x"+v" + o= (r—u) - (r—uy)
sont les polynomes élémentaires symétriques en wuq, . .., uy:
vE Y
1<j1 <+ <gi<n

Soit o € Autg F. D’apres le Théoreme 4.2 (a), o échange les racines uy, . .., ug
de g et donc, o(v;) = v;. Par conséquent, olp = id et donc, o0 € AutgF.

Exercice 2. Notons que les racines de f sont distinctes puisque car R = 0.
(a) Sia,b et c sont des réels,

D = (a—b)*(a—c)*(b—c)*>0.

Réciproquement, supposons que f n’a pas trois racines réelles. Comme deg f =
3et f € Rlz], f a une racine réelle ¢ et deux racines complexes conjugués,
disons @ = b. Alors (a — b)* < 0 et (a — ¢)? = (b— ¢)? et donc,

D = (a—0b)*a—c)*(b—c)*<0.

(b) découle de (a).

Exercice 3. Notons que f est irréductible dans K[z] puisque son groupe de
Galois est S3. Notons que F' = K (uq,ug, uz) est un corps de rupture de f sur
K, et puisque f est séparable, F est séparable et donc Galois sur K (Théoreme
3.11). Par conséquent,

[F: K] =|S3| =6.

Pour connaitre tous les sous-corps entre K et F', d’apres le Théoreme 2.5, il

suffit de trouver tous les sous-groupes de S3 et de calculer leur fixateur dans
F.

Exercice 4. Le résultat découle de la Proposition 4.8.

Exercice 5. Si f n’est pas irréductible dans K[z], f = (z — u)h avec u € K
et h € Klx]. Si h est réductible dans K|x] alors h se scinde dans K puisque
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deg h = 2. Supposons alors que h est irréductible dans K[z] et notons v, w ses
racines. Alors, le groupe de Galois G de f sur K est égal au groupe de Galois
de h sur K et donc, G = {id, o} o o(v) = w. Il en découle que

o(A) = o((u—v)(u—w)(v—w))
= (u—w)(u—v)(w—")
= —A.

Or, par hypothese, A € K car A? € K? et donc, o0(A) = A. Nous obtenons
ainsi une contradiction.

Exercice 6. Supposons car K # 2,3. Nous avons D = 327 = 81 = 9% et
donc, A € K. L’exercice précédent montre alors que z3 — 3z + 1 est soit scindé
dans K soit irréductible dans K|[z].

SicarK =3,2° -3z +1=a2%+1=(z+1)%

Supposons que car K = 2 et que 2° — 3z + 1 = (z + u)g est réductible dans
K|z]. On montre que g = z? 4+ uz +u*+1. Il faut montrer que g est réductible
dans Kz]. Puisque u? est racine de g, g est réductible dans K|[z].

Exercice 7. Par le Théoreme de Lagrange, nous savons qu'un sous-groupe
d’ordre 6 de S; ne contient que des 2 ou 3-cycles. Les sous-groupes d’ordre 6
sont de la forme

H = {id, (ij), (ik), (jk), (ijk), (kji)}
avec {i,7,k} C {1,2,3,4}. Donc si ¢ € {1,2,3,4} \ {4, 7, k}, il n’existe pas
o € H tel que o(¢) = i.

Exercice 8. Supposons G = Autg F' = S;. Remarquons d’une part que I est
Galois sur K et d’autre part que si K ¢ L G K(u), [L: K] = [K(u) : F| =2
puisque [K(u) : K] = 4. Comme F est Galois sur K, il l'est aussi sur L (et
K (u)) et donc,

Aut, F| = [F: L] = [F: K]/|L : K] = 4/2

Ce qui montre que Auty F' est un sous-groupe d’indice 2 de AutgxF = Sy et

donc,
AutLF = A4.

De méme, Autg(,)F" est un sous-groupe d’indice 2 de Aut; F' = A, et donc,
|Aut gy F'| = 6. Or il n’y a pas de sous-groupe d’ordre 6 dans Ay.
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On procede de la méme maniere lorsque Auti F = Ay.

Réciproquement, d’apres la Proposition 4.11, si G = Autg F' # A4, Sy alors il
est isomorphe V' = {id, (12)(34), (13)(24), (14)(23)},Z/4 ou D,. Si G = Z/4,
F = K(u) puisque K C K(u) C F,[k(u): K] =4 et [F: K| =|Z/4] = 4 (car
F est Galois sur K). En appliquant la correspondance de Galois a la chaine

{0} ¢ {0,2} ¢ Z/4
nous obtenons
K(u) 2{0,2} 2 K.
De méme si G =V, on montre que F' = K(u) et a la chaine
{id} & {id, (12)(34)} & V
correspond
K(u) 2 {id, (12)(34)}' 2 K.
Si G = Dy = (a,b ] a* = b = 1,ba = a'b) alors |[Autg,)F| = 2 puisque
|Dy| =8 et [K(u) : K] =4. Alors a la chaine
{1,a*} ¢ {1,a,0*,a’} ¢ Dy

correspond
K(u) 2 {1,0,0% ) 2 K.

Exercice 10. Notons que dans les exercices qui suivent, les polynémes seront
séparables des qu’ils seront irréductibles puisque car Q = 0. Nous noterons G
le groupe de Galois du polynome considéré.

(a) Le polynome f = x' — 5 est irréductible par le critere d’Eisenstein. Le
résolvant de f est
2% + 207 = z(z® + 20)

dont les racines sont 0, 2v/5i et —2v/5i. Par conséquent,
m = [Q(V5i) : Q] = 2.
D’autre part,
f= (2= V5)(2*+V5) = (x — V5)(x + V5)(x — V5i)(x + V5i).

Or /5, V5, v/5i, v/5— /50, V54 v/5i ¢ Q(\/gz) et donc, f est irréductible dans
Q(+/5i)[z]. La Proposition 4.11 montre alors que G = Dj.
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(c) Par Gauss, f = 2 — x — 1 est irréductible sur Q puisque 1 et -1 ne sont
pas racines de f. Puisque le discriminant vaut -23 qui n’est pas un carré dans
Q, du Corollaire 4.7, nous déduisons que G = Ss.

(d) On procede comme dans (c¢), on montre que le discriminant vaut -2700 et
donc, G = Ss.

(f) Le critere d’Eisenstein montre que f = z° — 6z + 3 est irréductible sur
Q. Montrons que les hypotheses du Théoreme 4.12 sont satisfaites par f.
Comme f(—2) < 0, f(0) > 0, f(0) < 0, f(2) > 0, le Théoreme de la valeur
intermédiaire montre que f a au moins trois racines réelles. Rappelons que
Les racines réelles de f sont séparées par les racines réelles de la dérivée de f:

f = 52" — 6 = (Vb2 — V6)(Vba? + V6).

Comme f’ a deux racines réelles, f en a au plus trois et donc, f a exactement
trois racines réelles. Des lors, le Théoreme 4.12 montre que G' = Ss.

(i) On vérifie que f = x* — 42?4+ 5 n’a pas de racines dans Q. Montrons que
f n’admet pas de décomposition 2 x 2:

f=(@*+ar+b)(z* +cx+d) = 2* +(a+c)r® + (b+d+ac)z® + (ad +bc)x + bd.

On obtient le systeme suivant:

a+c = 0
b+d+ac = —4
ad+bc = 0

bd = b

Sachant que a,b,c,d € Q, on déduit que b # d, b,d € {1,—1,5,—5} et donc,
b+de {—6,6}. De ad + bc = 0, on obtient alors a = ¢ = 0 puisque b # d.
Des lors, b + d + ac = —4 montre que b+ d = —4, ce qui est absurde. Par
conséquent, f n’admet pas de décomposition 2 x 2.

Le résolvant de f est
2 + 42% — 200 — 80 = (x4 4)(z — 2V5) (z + 2V/5).
Par conséquent, m = 2 et puisque

f=@*=2-i)(z* - 2+1),
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f n’a pas de racine dans Q(+/5). Supposons que f = (2% + azx +b)(2? + cx +d)

avec a, b, c,d € @(\/5) On obtient le systeme ci-dessus. On en déduit que
a=—c, 0=ad—ab=a(d—Db)

et donc, a =0 =coud=>b. Sid="balors b =++/5. Sachant que a = —¢, on
déduit de b4d+ac = —4 que a®> = 4£2+/5 qui n’a pas de solution dans Q(+/5).
On obtient la méme conclusion lorsque a = ¢ = 0 et donc, f est irréductible
sur Q(v/5). Par conséquent, G' = D, puisque m = 2.

(j) Puisque g = 2* + 222 + v+ 3 = 2 + 22° + (v + %)2 + %, g n’a pas de racine
dans Q. Montrons que g n’admet pas de décomposition 2 x 2:

g=(2*+ax+b)(2*+cr+d) = 2+ (a+c)r + (b+d+ac)x® + (ad + be)x + bd.

On obtient le systéeme suivant:

a+c =0
b+d+ac = 2
ad+bc =1
bd = 3

Alors b,d € {1,3} ou b,d € {—1, -3} et donc, b+ d € {£4}. Comme ¢ = —a,
a® € {2,—6}, ce qui est impossible dans Q. Le polynome g est donc irréductible
sur Q. Le résolvant de ce polynome est

f=a%—22%— 120+ 23

qui est irréductible aussi sur Q. Nous savons par le Proposition 4.8 que le
discriminant de f est égal au discriminant de

f(x+2/3) = 2® — (40/3)x + 389/27

et donc, D = 3877 qui n’est pas un carré dans Q. Par conséquent, Le groupe de
Galoid de f est Ss. Il suit alors que m = 6 et donc, G = Sy par la Proposition
4.11.

5. Les corps finis

Exercice 1. Nous savons par le Corollaire 5.2 que |K| = p™ pour un cer-
tain naturel n > 1. Comme (K, +) est un groupe fini commutatif, d’apres
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le Théoreme 2.1 du chapitre II, il existe pq,...,pr des naturels premiers et
ny,...,n; € N tels que

K=ZZ/p* ®---®ZL/p,*

en tant que groupe. Puisque tout élément de K est d’ordre p, p; = p et n; = 1.
Des lors, k = n car

P =Kl =1Z/p& - ®ZL/p| =p"

et donc, K est isomorphe a n = [K : F,| copies de Z/p.

Autre solution: soit eq, ..., e, une base de K sur son corps premier K,. Rap-
pelons que K, = F,, avec p un naturel premier. Alors

K ={aie; + -+ ape, | a1,...,a, € Ko}
En tant que groupe, K est alors isomorphe a n copies de Z/p:

K¥Ko® - ®Ky2Z/p®--®ZL/p.

Exercice 2. Si a =0, le résultat est vrai. Si a # 0, a € (F,)* et donc, par le
Théoréme de Lagrange a?~! = 1, ou encore a” = a.

Exercice 3. Comme 0 : K — K : © — 2" est un F,-automorphisme de
corps (Lemme 5.5), quelque soit v € K, il existe un unique élément = € K tel
que zf = o(x) = y.

Exercice 4. Notons F' I’ensemble de toutes les racines de f dans un corps de
rupture F’ de f sur K. Puisque les racines de f sont distinctes |F| = deg f <
0o. Alors F est un corps fini et donc, car F' = p et deg f = p™. Par conséquent,
car F' = p puisque F' C F’. De méme, car K = p car K C F'. La Proposition
5.6 montre alors que F est un corps de rupture de 2?" — z sur F,. Des lors,
2P" — z divise f. Mais deg f = deg(2?" — x), par conséquent f = zP" — x.

Exercice 5. (a) On vérifie que z* + 1 est irréductible sur F3 (exercice). Le
Théoréme 1.6 montre alors que si u est une racine de 22 + 1 dans un surcorps
de F3, alors

Fsz]

mgFg(U):{a—Fbu ‘ G,bEF:),}
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qui est un corps a 9 élément.

(b) Pour construire un corps a p” éléments, il suffit de quotienter F,[z] par un
idéal engendré par un polynoéme irréductible de degré n dans IF,[z].

Exercice 6. Soir Ky C F, I'’ensemble de toutes les racines de 2" — 1. Comme
(n,q) =1, n # 0 dans K. Alors (z"—1)' = na""! et 2" — 1 sont premiers entre
eux et donc, " — 1 a n racines distinctes et |Ky| = n. On vérifie (exercice)
que (Kp,.) est un groupe et que K est un sous-groupe de F* . Si on pose
[F': K| =k, par le Théoréme de Lagrange,

n=|Ko| | |F*| =q¢" - 1.

Montrons & présent que k est le plus petit entier tel que n | ¢* — 1. Supposons
que K < ket n | ¢¥ —1. Soit luy,...,u, les racines de 2" — 1 dans F.

Alors F' = K(us,...,u,). Remarquons que 21 =z pour tout z € K puisque
K / 4 .

|K| = q, et u! = u; puisque n | ¢ — 1. Par conséquent, quelque soit v € F,

v =0 et donc,

!

|F| < deg(z? — ) = ¢" < ¢* =|F].

Exercice 7. Soient F' un corps de rupture de 29" — z sur K et u une racine
de f dans F'. Dés lors,

n=I[F:K|=[F:KulKu): K|=[F:K(u)|deg f
et donc, deg f divise n. Réciproquement, supposons que n = deg f - r et que
u est une racine de f. Notons que |K (u)| = ¢/ puisque [K(u) : K] = degf
et donc,

un — udegf~r — .

. n . .
Nous venons de montrer que u est une racine de x?% — x et donc, f divise
n
9 — .

Exercice 8. Si on note [F : K| = ¢ alors

et donc, r | n.
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Le lecteur vérifiera que Autg I’ C Autg, F' = (p) ot ¢ est le F-automorphisme
de F tel que x — 2P. Deplussiz € K, ¢"(z) = 27" = x et donc, ¢ € AutgF.
Montrons a présent que |¢"| = n/r. Quelque soit x € F,

r\n/r r(n/r)
()" (@) =" =2

Donc, (¢")™" = id. Supposons que k < n/r et (¢")* = id. Alors, quelque soit
zeF, (¢)F(x) =" =z et donc,

rk r r(n/r n
|F| < deg(2? — ) =p™ < p’™") =p" = |F|.

2

Exercice 10. Sicar K =2, ¢ : FF — F : x — x° est un automorphisme

(Lemme 5.5) et donc, tout élément est un carré.
Supposons car K # 2, |K| = g et @ € K. Notons K? I’ensemble des carrés et
K2 ={a—ada*>|a€e K}. Siabe K* alors a®> = (—a)?, et si a® = b* alors
a = +b. Donc,

|K?|=(¢-1)/2+1=(¢+1)/2

Si a —a* = a— b alors a = +b et done, |K?| = |K?|. Par conséquent,
K?N K2 # () car K ne possede que ¢ éléments. Alors, il existe a,b € K tels
que o — a? = b% et donc, a = a® + b.

Autre preuve lorsque car K = 2: notons alors que ¢ est paire. Puisque K*,.
est cyclique, si g est un générateur de K> alors ¢g¢ = ¢g. Donc, g = (g%)2 est
un carré dans K*. Des lors, tout élément de K> est un carré.

Exercice 11. (a) Puisque F est un corps de rupture de {z*" —z | n € N\ {0}}
et que 2" — x est séparable pour tout n car (2P —z) = —1, F est algébrique
et Galois sur K d’apres le Théoreme 3.11.

(b) Soit u € F \ F, une racine de 27" — z. Alors p(u) # u. Le Lemme 5.5
montre que ¢ est en fait un Fj-automorphisme de F,(u). Comme F' est un
corps de rupture de {z" —x | n € N\ {0}}, le Théoreme 3.8 montre que ¢
peut s’étendre en un automorphisme de F'.

6. Séparabilité

Exercice 1. Soit ' =, n, alors n’ € F, C K. On a (n/,p) =1 et donc, n’ est

inversible dans [F,,. Puisque car K = p, n'v = nv € K et donc, v = (n/)"*n'v €

K.
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Exercice 2. Par le Théoreme 6.4, il existe n € N tel que v?" € K C E et
donc, par le méme Théoreme u est purement inséparable sur F.

Exercice 3. Supposons qu'il existe un élément x € F'\ K séparable sur K
et donc sur E. Puisque E est purement inséparable sur K, x ¢ E. Alors, F
n’est pas une extension purement inséparable de E.

Exercice 4. On a K(u,v) D K(u + v). Montrons l'inclusion réciproque.
Comme v est purement ins’eparable, il existe n € N tel que v*" € K et donc,
de (u+v)"" = u?" + v, on déduit que

u’" € K(u+0v)" C K(u+v).

Par le Théoreme 6.4, u est alors purement inséparable sur K (u + v), mais u
est séparable sur K et donc sur K(u + v) (Théoreme 6.2). Par conséquent,
u € K(u-+v) et done, v = (u+v) — u aussi.

Remarquons que (uv)?” = uP"vP". Comme v*" € K,
" € K(uw)P" C K(uv).

Donc, u est purement inséparable sur K(uv), mais u est séparable sur K et
donc sur K (uv). Par conséquent, u € K (uv) et donc, v = u~1(uv) aussi.

Exercice 5. Si b est une racine de 2" — a, b est purement inséparable sur K
puisque ¥ = a € K. Le Théoréme 6.4 montre que le polynéme minimal de
b sur K est de la forme 2" — b (" € K). Montrons que m = n, ce qui
entrainera l'irréductibilité de 27" — a. Si p™ < p" alors

bpn—l _ (bpm)pn—m—l 6 K
et donc, a = (b”nfl)p € KP, ce qui contredit 'hypothese a ¢ KP. Par
conséquent, n = m.

Exercice 6. Soit b une racine de f dans un surcorps de K. Par hypothese,
f = (x—0b)™ et donc,
ff=m(x—b"" e K|z

Puisque f est le polynome minimal de b sur K et que f'(b) = 0, il faut que
f" = 0. Comme m > 2, car K ne peut étre que différent de zéro, disons
car K = p. Comme p | m, m = p"k avec (p, k) = 1. Alors

f=(@x—=b"=(x—=br" =@ - )ec K|z].
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Mais, f est irréductible sur K, donc k = 1 et b*" € K. Ce qui montre que f
est bien de la forme zP" — a avec a € K.

Exercice 7. Notons que cet exercice ne possede d’intérét qu’en caracté-
ristique différente de zéro.

(a) Supposons que S C E. Comme F est purement inséparable sur S, 'exercice
2 montre que F' est purement inséparable sur F. Réciproquement, supposons
que F' est purement inséparable sur E et que S ¢ E. Si x € S\ E, d'une part
x est alors séparable sur K et donc sur E (exercice 3.12), et d’autre part x
est inséparable sur E puisque x € F'\ E. Le Théoréme 6.2 montre alors que
x € F, une contradiction.

(b) Si u € P alors u est purement inséparable sur E par 'exercice 2. Mais u
est séparable sur E par hypothese. Donc, u € E par le Théoreme 6.2.

(c) Soit w € E C F. Le Théoreme 6.7 montre alors que u est purement insépa-
rable sur S. D’apres le Théoreme 6.4, u?* € S pour un certain naturel n.
Comme u?" € E aussi, u?" € K puisque ENS = K. Des lors, u est purement

inséparable sur K d’apres le Théoreme 6.4, et donc, u € P par définition de
P.

Exercice 8. Notons P l’ensemble des éléments purements inséparables de F
sur K. Alors [P : K] = p", et puisque [F': K| = [F : P][P : K] et p ne divise
pas [F: K|, n = 0 et donc, P = K; ce qui implique que F' est séparable sur
K par le Théoreme 6.7.

Exercice 9. Si u est séparable sur K, K(u?) = K (u) d’apres le Corollaire 6.9
et K (u) est une extension séparable de K d’apres le Lemme 6.6. Donc, u? est
séparable sur K. Alors, par le Corollaire 6.9,

K(u) = K@W?) = K(u”).

On termine la preuve par induction sur n.

Réciproquement, comme
K(u) = K(u’) = KKK (v*) = K(K(u)"),
le Corollaire 6.9 implique que K (u) est séparable sur K puisque [K(u) : K]

est fini.

Exercice 11. Soit u une racine de f. L’exercice 8 montre que K (u) est
séparable sur K et donc, u est séparable sur K.
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Exercice 15. Soit a = }7, - au'v! € K(u,v). Alors o? = 7, af;(uP)'(vP)’ €
K puisque a;j,u?,v? € K. Par conséquent, [K(a) : K] = 1 ou p puisque
[K(a) : K] divise [K(u,v) : K] = p*. Donc, K(a) € K(u,v).

Montrons que si k # k' alors K(u + vk) # K(u + vk’). Sinon (u + vk) et
(u + vk') ont le méme polynome minimal z? — (u 4+ vk)? = 2P — (u + vk')?.
On en déduit que k? = (K’)?. Par le Lemme 5.5 (r = 1), nous avons k = k'
puisque ¢ est injectif (k¥ = p(k) = (k') = (k')P). Par conséquent, il y a une
infinité de sous corps dans F' puisque K est infini.

7. Extensions cycliques

Exercice 2. Notons |K| = ¢ et |F| = ¢". L’application NF : F* — K* est
un morphisme de groupe. Il suffit donc de montrer que [ImN| = ¢ — 1. La
Proposition 5.10 montre que F' est une extension cyclique de K. Nous savons
alors que

ker N = {u(p(u))™! | ue F*}

ol : F — F : uw— uf. Rappelons que p est un générateur de AutgF'.
Calculons le nombre d’éléments dans ker /V:

ulp(u) ™ #u(p@)™ = vTlu# p(vT )
— v'ud (o) =AutgF =K
— uK #vK.

Le nombre d’éléments dans ker N est donc égal au nombre de classes modulo
K> dans F™:

Fx "1
|kerN|:’ ]:q :
[K*] gq—1
Puisque
X
Im N =
- ker N’

nous obtenons [Im N| = ¢ — 1.

On procede de maniere semblable pour montrer que T est surjectif.

Exercice 3. Soit F' une extension normale finie de F. Si AutgF n’est pas
cyclique, Vo € AutgF, (o) C AutgF. La correspondance de Galois montre



7. Extensions cycliques 33

alors que* E C (o) C F et donc, Vo € AutgF,v € (o)’. Ce qui entraine que
v € (AutgF) = E car F est Galois sur £, une contradiction.

Exercice 4. Soit M une extension normale finie de F'. Supposons que AutzM
n’est pas cyclique. Comme o]y € AutpM d’apres le Théoreme 3.14, (o|y) €
AutpM et donc,

F ¢ (AuteMY € {olu) = F.

une contradiction.

Exercice 5. Notons que Autx F' = Z/p" puisque F' est une extension cyclique
de degré p" de K. Les sous-groupes de Z/p™ sont

{oc@p"Hc---c®p)c---cp) cz/p"

Comme K(u)" et L' sont des sous-groupes de AutxF' = Z/p", K(u) C L' ou
L' C K(u)'. Puisque F est galois sur K, L = L" et K(u) = K(u)” et donc, soit
L C K(u) soit K(u) C L. Comme u ¢ L, L C K(u) et donc, [K(u) : L] # 1.
Alors,

pt=[F K] = [F: K@)[K(u): L[L: K] = [F: K@)][K(u) : L]p"™

entraine que [F : K(u)] = 1.

Exercice 7. Soit w une racine primitive n®™¢ de 1. Remarquons alors que
les racines de x°" — 1 = (2" — 1)(2™ + 1) sont +1, +w, ..., +w" ! puisque n
est impair. De plus —w est d’ordre 2n, ce qui montre que —w est une racine
primitive 2ni®™¢ de 1.

Exercice 8. Puisque carQ = 0, F' est séparable sur Q. Le Théoreme de
I’élément primitif 6.15 montre alors que F' est une extension simple de Q
et donc, il n’y a qu'un nombre fini de corps intermédiaires entre Q et F.
Notons aussi que si w € F'\ {£1} est une racine de 'unité, Q(w) est un corps
intermédiaire de Q et F. Des lors, F' ne peut contenir qu'un nombre fini de
racines de l'unité.

Exercice 10. (a) Si car K = p et b est une racine de 2P — a alors b’ = a et
donc, 27 —a = (x — b)P. Ce qui montre que b est purement inséparable sur K.

3on prend o # id.
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Le Corollaire 6.5 entraine alors que [K(b) : K] =1 ou p. Sic’est 1 alors b € K
et donc, 2? —a = (x — b)P est scindé dans K. Si [K(b) : K| = p alors 2 —a
est irréductible sur K.

Supposons que car K # 0 et que w € K est une racine primitive p™¢ de 1. Si
b est une racine de 2 — a alors le Lemme 7.10 montre que K (b) est un corps
de rupture de z? — a sur K. D’apres le Théoreme 7.11, K (b) est cyclique de
degré d avec d | p. Par conséquent d =1 oup. Sid=1,b € K et donc, 2P —a
se scinde dans K. Si d = p, [K(b) : K| = p et donc, 2P — a est irréductible
dans K{z].

(b) Notons d’abord que K (u?) = K puisque u” = a. Donc, si K(u) # K (uP) =
K, u ¢ K et donc, [K(u) : K| = p d’aprés (a). Réciproquement, si [K(u) :
K]l =p,u¢ K et donc, K(u) # K = K(uP).

8. Extensions cyclotomiques

Exercice 1. Sii+nZ est inversible dans Z/n, il existe j € 7Z tel que (i+nZ)(j+
nZ) = 1+nZ et donc, ij — 1 € nZ, disons ij — 1 = —nk. Alors ij + nk =1, ce
qui montre que i et n sont premiers entre eux. Réciproquement, si ij +nk =1
alors ij —1 € nZ et donc (i +nZ)(j+nZ) = 1+nZ, ce qui termine la premiere
partie de I'exercice.

Nous avons alors (Z/n)* ={i+nZ |1 <i<net (i,n) =1} = ¢(n).

Exercice 2. (a) D’apres l'exercice précédent, k + p"Z est non inversible dans
Z/p™ si (k,p™) # 1. Les éléments non inversibles de Z/p" sont donc de la
forme kp + nZ avec 0 < k < p" 1 —1. Il y en a donc p"~t. Dés lors, p(p") =

pr—p" Tt =p"(1-1/p).
(b) Comme Z/mn = Z/m x Z/n <= (m,n) =1, si (m,n) =1 alors

(Z/mn)™ = (Z[m)* x (Z/n)".

L’exercice 1 implique alors que ¢(mn) = p(m)e(n) des que (m,n) = 1.

(c) D’apres (a) et (b),

o) = T w(@l) :Hp?(l—]%) -~ (pri> <H<1_p%.>> :nH(l_p%-)'
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(d) Montrons d’abord le résultat pour n = p*. Par (a),

D e(d) = o)+ @)+ + o)

d|p*
= 1+(p-D+@ —p)++ 0" ="
k
= p .
Sin = [[._, pI" alors par I'exercice 2 (b)
dowpld) = > eldy---dy)
dn dy,e.rdr
Vi di\pfi
= Z e(dy) - -~ p(d)
dq,....dr
Vi di\pfl
= | Do eld) || D eld)
di|p}! dr|pr”

— k1 kr __
= ptepy =m0

(e) Soient n = pf' ... pkr et n/ = p; ---p,. Par hypothese, nous savons que si
d | n et p? | d pour un certain i alors y(d) = 0. Par conséquent,

> uld) =" u(d).
dln

dln’

Montrons que Zd‘n, p(d) = 0sin’ # 1. Remarquons que si d | p; - - p,_1 alors
w(dp,) = —p(d) par hypothese. Ceci implique que

dopd) = D pd+ > uldp,)

din’ dlp1-pr_1 dp™|p1--pr
= ) ud— D> p(d)
d|p1-pr—1 dlp1--pr—1

= 0.
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Nous sommes prét pour terminer 1’exercice:

dSduz) = Y z¢<e>u<g>>

dln dln eld

-3 @(6)2#(%))

eln din

Exercice 3. (a) Sin > 2, soit n = 2* avec k > 1 et donc, ¢(n) = 2871(2 — 1)
est paire, soit il existe un naturel premier p > 2 tel que p | n. Ecrivons n = mp*

avec (p,m) = 1. Alors, par 2 (a) et (b),

o(n) = p(mp*) = p(m)p((P*) = o(m)p* ' (p - 1)

est paire puisque p — 1 l'est.
b) Supposons que ¢(n) = 2. D’apres 2(a) et (b), si n = pt - pkr alors
(b) Supp que ¢ p Pyt

2=op(n)=o@E") @) =i pr— 1)l (e — 1)

S’il existe i tel que p; > 3 alors p; — 1 > 2 et donc, p(n) > 2. Ceci implique
que n est de la forme 2¥3% Si k > 2 ou f > 1, ¢(n) = 287137712 > 2. De

méme, sik =2et { =1, p(n) =4 > 2. Donc, n = 3,4 ou 6.

(c) Notons d’abord que 1 = (1) # 1/p pour tout naturel premier p. Sup-

posons alors que n > 1. L’exercice 2 (¢) montre que

on)=n(l—1/p1)---(1—-1/p,).
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Alors, de ¢(n) = n/p, on déduit que

1:(1_l)(1_l): (pl_l)”'(pr_l).

p b1 Dr P1--DPr

Par conséquent,

pre-pr=(p1—1)---(p, — L)p. (5.1)

Remarquons que 2 divise p; - --p, puisque (p; — 1) est pair lorsque p; > 2.
Posons p; = 2. Notons aussi que si 7 > 3 alors il existe i # j tels que
pi,pj > 2. Comme (p; — 1) et (p; — 1) sont pairs, 4 diviserait p; - - - p,, ce qui
est impossible puisque pq, ..., p, sont des premiers distincts. Par conséquent,
r=1ou2 Sir=1alorsn=2"aveck>1etp=2. Sir =2, en posant
p1 = 2, légalité (5.1) montre que 2py = (2 — 1)(p2 — 1)p. Ceci implique que
2 =py—1etp=p,et donc, py = p= 3. Finallement, nous obtenons (2%, 2)
avec k > 1 et (2%3° 3) avec k,£ > 1.

Exercice 4. (a) L’exercice 1 montre que |(Z/p")*| = ¢(p") = p" (p —
1) par l'exercice 2 (a). Il suffit donc de montrer que (Z/p™)* est cyclique.
Procédons par induction sur n et soit n = 1. Alors (Z/p)* = (F,)* est cyclique
puisque I, est un corps et le groupe multiplicatif d’'un corps fini est cyclique
d’apres le Théoreme 5.3. Traitons alors le cas n > 1. Soit S, un p-Sylow de
(Z/p™)*. Comme |S,| = p"!, S, est cyclique par hypothese d’induction. Afin
de conclure, il suffit alors de trouver un élément h d’ordre p — 1 dans (Z/p™)*:
en effet, puisque (|S,], (h)) = (p" 1,p—1) =1, S, x (h) est un sous-groupe
cyclique! d’ordre p"~'(p — 1) de (Z/p™)*. Mais |(Z/p")*| = p"'(p — 1), par
conséquent, (Z/p")* =S, x (h) et donc, (Z/p™)* est cyclique.

Montrons alors qu’il existe un élément d’ordre p — 1 dans (Z/p™)*. Soit i € N
tel que (z,p) = 1. Alors (*71,p") = 1 et donc, par l'exercice 1, "~ + p" €
(Z/p™)*. Comme |iP~1 + p"Z| divise p"~'p — 1, |1 + p"Z| = p* pour un
certain k € {0,...,n — 1}. Il suit alors

(ipk +an)p—l _ Z.pk(p—l) _|_an _ (ip—l +an)pk —1 +an

Donc, i** + p"Z est d’ordre p — 1.
(b) Comme [(Z/2)*] = ¢(2) = 2°(2—1) = L et [(Z/2%)"| = p(2°) = 2!(2—1) =
2, (Z/2)* et (Z/2%)* sont cycliques.

drappelons que si G, H sont deux groupes cycliques finis tels que (|G|,|H|) = 1 alors
G x H est cyclique (exercice I 8.5).
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(c) Voir Abstract Algebra, David S. Dummit and Richard M. Foote.

Exercice 5. (a) Comme gy(z) =22 ' +---+1let z? '—1= [] ga,

(b) Soit n = ph* ..

gpk(x)

dlpk
d<pk

p(d)

dn \elg

> u(d)

d\x
[Toe@)
eln

2 u(d)
[Toe@)™
eln

> u(d .
[To.)™  ga(ay®
5
I 9e(2)°g.(2)
S
In()

-phr. Puisque pu(d) = 0 si p? divise d pour un certain naturel
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premier p,

gn()

Gpkr..phr (z)

I1 (Pt P/ 1)@

k1 k
dlpy*-pr”
k1—1 kp—1

H ((z? pr )pl---pr/d_ 1)u(d)

dp1-pr
k1—1 kpr—1
P1 < Pr
propr (T ).

(c) Rappelons que p(pd) = —p(d) lorsque p est un naturel premier, p(d) =0
si p? divise d et > pu(d) = 0 si n > 1. Notons aussi que (22%/¢ — 1)) (/4 —

dn

1)7#d) = (p7/4 4 1)#4) - Aussi, comme n est impair et n > 2, n/d est impair
lorsque d divise n et donc, —2™/¢ = (—z)"/¢. Par conséquent,

Gon(T)

H(xZn/d . 1)u(d)

d|2n
H<x2n/d . 1)/,L(d) H (xZn/2d o 1)u(2d)
dln 2d|2n
H(x%/d _ 1)u(d) H(xn/d _ 1)7u(d)
dn din
H(x%/d _ 1)u(d) (xn/d _ 1)7u(d)
dln
H(In/d + 1)u(d)
dn

d
(_1);@“( )H(xn/d +1)H(@

dln

H(—l)“(d)(x"/d + 1)Md
dn
[T 4 1y
din
| (GRS
dln

gn(_m)'
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(d) Nous avons

gm(T) = H(xp”/d_l)u(d)

dlpn
— H(xzm/d — )M H (zP/Pd — 1)p(pd)
dln pdlpn
_ H((xp)"/d —1)Md H(xn/d — 1)~
din dln
—1
— H((Jcp)”/d _ 1)u(d) H(xn/d _ 1)u(d)
din dln
= gn<xp)/gn(x)-
Exercice 6.
gi(x)=x—1 gu(r) =20 +... +1
g2(z) =2 +1 gi2() = ge(2?)
gg(x):a:2—|—x—|—1 913($)2x12+"-+1
ga(x) = go(2®) = 2° + 1 g14(z) = g7(—2)
g(x) =2 +23+22+ 2 +1 g15(x) = g3(x°)/g3(x)
gs(r) = gs(—x) =2 —x +1 g16(z) = go(2®)
gr(x) =2+ +1 gir(z) =2+ +1
gs(x) = gao(z*) = 2* + 1 gi18(7) = go(—)
go(r) = g3(23) = 2% + 2® + 1 go(z) =+ +1
= (2)

Exercice 7. Sin = p*---pl', alors Z/n = Z/p}* X --+ X Z/p! en tant que
groupe additif et donc,

AutgF, & (Z/n)* = (Z/p7")* x -~ x (Z/p)".

Exercice 8. (a) Calculons AutgFs. Soit € une racine primitive 5™ de 1.
Notons que le polynome minimal de € sur Q est gs(z) = 1+ x + -+ + 2 car
gs(x) est irréductible d’apres la Proposition 8.3 et donc,

1+e+8+8+¢=0.
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Le Théoreme 8.1 montre que F5 = Q(&) est une extension cyclique, et la Propo-
sition 8.3 implique que AutgFs = (Z/5)* = Z/4. Ce groupe ne posséde qu’'un
seul sous-groupe propre et dong, il n’exixte qu'un seul corps intermédiaire en-
tre Q et F5. Considérons le Q-automorphisme o de Fy tel que & +— £2. Alors
4 I
o =id et
AutgFy = {id, 0,0%, 0°}.

Le seul sous-groupe propre de AutgFs est {id, 0%} est. La correspondance de
Galois entraine alors que le seul corps intermédiaire entre Q et F est

{id,0*} = {z € F5 | o*(x) = z}.

Exprimons x = a + b€ + €2 + d&3 + e£* dans la base {1,&,£2,€3, €4} de Fy sur
Q. Alors de

a+bE 4 c€2 +ded + et = o(a+ b+ c€? 4 ded + ef?)
= a+ bt €3+ de? + et

on d’eduit que b = e, c = d et donc,
{id, 0®} = {a+ (& +&") + (& +&) | a,b,c € Q).
Comme &2 +¢* = —1 — (£ + &),

{id,o®} ={a+b+¢") a,beQt =Q(E+&) =Q(E+£7).

o~

Autre solution: Puisque AutgFs = (F5)* = Z/4, AutgFs ne possede qu'un
seul sous-groupe propre et donc, par la correspondance de Galois, il n’y a qu’un
seul corps intermédiaire entre Q et F5. Notons que Q € Q(£ + £*) car sinon
248 = —1—(£+¢&*) € Q et donc, € serait une racine d’un polynéme de degré
trois sur Q, ce qui est faux. D’autre part, Q(& + &%) C Fs puisque £ € C\ R
et E+EP =€+ ¢+ € € R car € est de module 1. Par conséquent,

QE+EH=QE+&=0QE+¢

est le corps intermédiaire recherché.

(b) Par la Proposition 8.3, AutgFg = (Z/8)* = Z/2 & 7Z/2 d’apres 'exercice
4. Comme Z/2 @ 7Z/2 posseéde trois sous-groupes propres (tous d’ordre 2), il
existe trois corps intermédiaire entre Q et Fy. Les racines de

2® — 1= gi(2)g2()ga(2)gs(x) = (z — D(z + 1)(=* + (" + 1)
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sont

+1,40,v2/2 £iV2/2, —V2/2 £ iV/2/2.
Alors Fy = Q(i,+/2). Considérons les Q-automorphismes o,§ de Fy tels que
o(v2) = —v2,0(i) =i et 6(V/2) = v/2,8(i) = —i. On vérifie que 0 = 6% = id
et que (o, d) est d’ordre 4 et donc,

AutgFy = {id, 0,6,00}.
Les trois sous-groupes de AutgFy sont
{id, o}, {id, 6 }{id, o6}.
Un calcul similaire a celui fait au point (a) montre alors que
{id,(f}/ = Q(Z)a
{idvé}, = @(\/5)’
{id, 06} = Q(V2i).
(c) Nous savons que Autglr = (F7)* = Z/6 (Proposition 8.3) et donc, il
n’existe que deux sous-groupes propres de AutgF%7, I'un d’ordre 2 et 'autre
d’ordre 3. Le Q-automorphisme o de Fy défini par & — £ est d’ordre 6 et

donc,
AutgFy = {id,0,...,0°}.

Ses sous-groupes d’ordre 2 et 3 sont respectivement {id, 0} et {id, 02, 0*}. On
montre alors que

{id,0®} = QE+¢),
{id, 0%, 0"} = QE+&+¢.

Exercice 9. Rappelons que F,, = Q(¢) et que [Q(§) : Q] = ¢(n) d’apres la
Proposition 8.3. Comme £ € C\Ret £ = ¢! car £ est demodule 1, £+671 € R
et donc,

[Q(6) : QE+¢71)] > 1.
Puisque £ est une racine de 22 — (€ + & Va+1 € Q€+ €71,

Q) : Qe+ =2
Des lors, de la chaine Q C Q(£ + ¢71) € Q(€), on déduit que
[QE+¢71):Q] = [Q(6) : Q/[QE) : QE+E7)] = w(n)/2.
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9. Extensions radicales

Exercice 1. Soient uy,...,u, € F tels que F = K(uy,...,u,) avec uf' € K
et pour tout ¢ > 1, uf € K(uy,...,ui—1). Comme K C E, F = E(uy,...,uy).
De plus, ui' € K C E et pour tout i > 1, uf’ € K(uy,...,ui—1) C E(uy,...,
u;_1), ce qui montre que F' est une extension radicale de E.

Exercice 3. (a) Si K(u) est Galois sur K alors K (u) est un corps de rupture
sur K. Comme f est le polynome minimal de u sur K, K(u) contiendrait
toutes les racines de f et donc F' C K(u). Ceci entraine la contradiction

suivante:
n! = |5, =|AutgF| = [F: K] < [K(u) : K] =n.

Montrons que Autx K (u) = {id}. Si K(u) contient une autre racine v de f
alors f = (x — v)(z — u)g(x) avex g(x) € K(u)[z]. Il est clair que F' est
un corps de rupture de g(x) sur K(u). De 'exercice 3.5, on déduit alors que
[F: K(u)] | degg! = (n — 2)!. Mais alors

nl=[F:K]=[F:Ku)K(u): K] <(n—2)n<nl

Donc, u est la seule racine de f dans K (u), ce qui implique que Autx K (u) =
{id}.

(b) Une cloture normale N de K contenant u contient toutes les racines de f
par définition et donc, elle contient un corps de rupture £ de f sur K. Comme
E = F (Corollair 3.9), N contient une copie de F.

(¢) Supposons qu'il existe une extension radicale F de K telle que K C K(u) C
E. Soit alors N une cloture normale de F sur K, N existe d’apres le Théoreme
3.16. Par (b), N contient une copie L de F et par le Lemme 9.3, N est une
extension radicale de K. Le Théoreme 9.4 montre alors que

Autg L = Autg F = 5,

est un groupe résoluble, ce qui est impossible pour n > 5.

Exercice 4. Soient vy,...,v,,wy,..., Wy € F et ky,... ky,ly,..., 0 € N
tels que F = E(vy,...,v,), E = K(wy,...,wy), v € E, w' € K, et Vi €
{1,...,n}, V5 € {1,...,m}, vfi € E(vy,...,v;_1) et wfj € K(wy,...,wj_1).
Alors F' = K(vy,...,0n,W1,...,Wy). Posons u; = wy, ..., Uy, = Wy, Upir =
ViyevoosUman = Up €t ng =Ly, 0y = Ly Ny = K1y oo, Mpan = kyp. On
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vérifie que uy* € K et Vi € {1,...,m+n}, ufl € K(uy,...,u;_1). Donc, F est
une extension radicale de K.



