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Exercice 1. Soient E un K-espace vectoriel de dimension 4 et f ∈ EndK(E) dont la matrice
dans une base B de E est

MB(f) =


1 1 1 0
−1 1 0 −1

1 0 1 1
0 −1 −1 1

 .

1. Calculer MB(f − IdE)2 et montrer que fn = IdE +n(f − IdE) pour tout n ∈ N.
2. Déterminer le polynôme minimal et le polynôme caractéristique de f .
3. Déterminer une matrice de Jordan pour f s’il y a lieu.
4. Soit P (X) ∈ K[X]. Montrer que P (f) est diagonalisable ssi P ′(1) = 0.

Exercice 2. Soient E un K-espace vectoriel non nul de dimension finie et f ∈ EndK(E) tel que
Pf (X) est scindé dans K[X]. Soient V 6= {0E} un sous-espace vectoriel de E stable par f et

U =
⊕

λ∈Spec(f)

Ker(f − λ IdE).

1. Montrer que V contient un vecteur propre de f .
2. Déterminer le polynôme minimal de la restriction de f à U .
3. Montrer que V ∩ U =

⊕
λ∈Spec(f) V ∩Ker(f − λ IdE).

4. Montrer que f est diagonalisable si et seulement si tout sous-espace de E stable par f
admet un supplémentaire stable par f .

Exercice 3. Soient E un espace euclidien et f ∈ EndR(E) un endomorphisme diagonalisable.

1. Soit λ ∈ Spec(f). Montrer que

Im(f − λ IdE) =
⊕

µ∈Spec(f)
µ 6=λ

Ker(f − µ IdE).

2. Montrer que f t est diagonalisable et que Spec(f t) = Spec(f).
3. Soit λ ∈ Spec(f). Montrer que

Ker(f t − λ IdE) =
⋂

µ∈Spec(f)
µ6=λ

Ker(f − µ IdE)⊥.

4. Montrer que f t = f ssi les sous-espaces propres de f sont deux-à-deux orthogonaux.
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