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Exercice 1. Soient A un anneau commutatif non nul et I un idéal de A tel que I 6= A. Soit

S =
def
{a ∈ A | a− 1 ∈ I}.

1. Montrer que S est une partie multiplicativement stable de A.
2. Soit J un idéal de A. Montrer que I + J = A si et seulement si J ∩ S 6= ∅.
3. Soit J un idéal de A tel que I + J = A. Montrer que S−1J = S−1A.
4. Montrer que S−1I 6= S−1A.

On suppose que l’idéal I est maximal. Soit J un idéal de A.

5. Montrer que I + J = A si et seulement si J n’est pas contenu dans I.
6. Montrer que S−1J ⊆ S−1I ou S−1J = S−1A.

Exercice 2. Soient n ≥ 1 entier et Pn(X,Y ) = Xn + Y n − 1 ∈ Q[X,Y ].

1. Montrer que Pn(X,Y ) est irréductible dans Q[X,Y ].
2. Montrer que l’anneau A = Q[X,Y ]/(Pn) est intègre.
3. Soit ϕ : Q[X,Y ]→ Q[X]/I, P (X,Y ) 7→ P (X, 0) + I, où I = (Xn− 1) ⊂ Q[X]. Montrer

que Ker(ϕ) = J + (Y ) où J est l’idéal de Q[X,Y ] engendré par Xn − 1.
4. Montrer que Q[X,Y ]/(Y, Pn(X,Y )) ' Q[X]/(Xn − 1).

Soit π : Q[X,Y ]→ Q[X,Y ]/(Pn) = A le morphisme de projection modulo l’idéal (Pn).

5. Montrer que (π(Y )) = (Y, Pn(X,Y ))/(Pn(X,Y )).
6. Montrer que A/(π(Y )) ' Q[X]/(Xn − 1).
7. Montrer que A/(π(Y )) ' Q ×B où B est un anneau non nul si n ≥ 2.
8. On suppose que n est premier. Montrer que A/(π(Y )) ' Q ×K où K est un corps.

Exercice 3. Soit Z[i
√

7 ] le sous-anneau de C engendré par i
√

7.

1. Montrer que Z[i
√

7 ] = {a+ i
√

7 b ; a, b ∈ Z}.
Soit N : Z[i

√
7 ]→ N l’application z 7→ zz̄ où z̄ est le conjugué complexe de z.

2. Montrer que N(zz′) = N(z)N(z′) pour tous z, z′ ∈ Z[i
√

7 ].
3. Montrer que Z[i

√
7 ]× = {z ∈ Z[i

√
7 ] | N(z) = 1}.

4. Montrer que Z[i
√

7 ]× = {±1}.
5. Soit z ∈ Z[i

√
7 ] tel que z 6∈ Z. Montrer que N(z) ≥ 7.

6. Montrer que 3 + i
√

7 et 3− i
√

7 sont irréductibles non associés dans Z[i
√

7 ].

On admet que Z[i
√

7 ] est un anneau euclidien.

7. Montrer que X4 + 64X3 + 48X2 + 32X + 16 est irréductible dans (Z[i
√

7 ])[X].
8. Montrer que X4 + 64X3 + 48X2 + 32X + 16 est irréductible dans Z[X].
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