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Exercice 1. Soient B = (e1, e2, e3, e4) une base de R4 et f, g ∈ EndR(R4) tels que

MB(f) =


1 0 0 0
0 0 0 0
1 0 0 0
1 −1 −1 1

 et MB(g) =


1 0 0 0
0 1 0 0
1 0 1 0
0 1 1 1

 .

1. Montrer que C = (g(e1), g(e2), g(e3), g(e4)) est une base de R4 et déterminer MC(f).
2. Montrer que R4 = Ker(f)⊕Ker(f ◦ f − Id).
3. Soit V = g(〈e2 + e3 , e1 + e4〉). Déterminer les entiers n ≥ 1 pour lesquels il existe une

application linéaire bijective V + Ker(f)→ Rn.

Exercice 2. Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie, f ∈ EndK(E), et V un sous-
espace vectoriel de E. On rappelle que dim f(V ) = dimV − dim Ker(f) ∩ V et dim f−1(V ) =
dim Ker(f) + dim Im(f) ∩ V .

1. Montrer que dim f(V ) = dim f−1(V ) ssi dim(Im(f) + V ) = dimE + dim Ker(f) ∩ V .
2. Montrer que dim f(V ) = dim f−1(V ) ssi Im(f) + V = E et Ker(f) ∩ V = {0E}.
3. Soit f ∈ EndR(R3) dont la matrice dans une base B de R3 est

MB(f) =

0 1 2
0 1 2
0 1 2

 .

Existe-t-il un sous-espace vectoriel V de R3 tel que dim f(V ) = dim f−1(V ) ?

Exercice 3. Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie. Soit g ∈ EndK(E) tel que
E = Ker(g − Id)⊕Ker(g + Id), avec dim Ker(g − Id) = r et dim Ker(g + Id) = s. Soit

C(g) = {f ∈ EndK(E) | f ◦ g = g ◦ f}.
1. Montrer que g est bijectif.
2. Montrer que f ∈ C(g) ssi f(Ker(g− Id)) ⊆ Ker(g− Id) et f(Ker(g + Id)) ⊆ Ker(g + Id).
3. Déterminer dimC(g) en fonction de r et de s.
4. Soit F = {g ◦ f ◦ g−1 − f ; f ∈ EndK(E)}. Déterminer dimF en fonction de r et de s.
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