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1 L'équation du second degre

1.1 Ecrivons-la
X2 +ax+b=0 1)

sans trop préciser la nature des nomlaresb. On résoud des équations du premier et

du second degré depuis des millénaires, en tout cas depuis les Babyloniens du début du
deuxiéme millénaire avant Jésus-Christ, mais ce n’est que depuis’les16 siécles

gue zéro et les nombres négatifs sont traités de la méme facon que les nombres (entiers
ou rationnels) positifs. Ainsi il y avait une théorie pour 'équatién= ax+ b et une

autre pour I'équatior® +ax= b, a etb tous deux nombres entiers positifs ou fractions
positives. Pour des motivations, voir par exemple [

Par la théorie d’al Khwarismi (début d§ Siecle), 'équation (1)peut s’écrire succes-
sivement :



Pour continuer, on suppose q(8&/2)? > b, puisque(x+ a/2)? doit étre un nombre
positif.

Des lors,

x+g:i <g>2—b, c'est-a-dire x=-—-+ <§>2—b. 2

Il'y a deux racines, notons

; a4 /a2 _ab) (3)
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et X,:=—

On en déduit
X +X, = —a %)
et x;X,=h. (6)

1.2 On aestimé avoir résoludfuation (1en écrivan{2), c’est-a-dire en exprimant
les solutions d€1) a partir de nombres « connus » et de racines carrées de nombres
connus, c’est-a-dire de solutions d’équations

X° =C. 7)

Si tel est le but poursuivi, alors voici une autre facon de procéder : essayons de suppri-
mer le terme ex dans(1) : posonsx = y+d et cherchonsl pour lequel1) prenne la
forme (7):

(y+d)?+a(y+d)+b=0,
Y2+ (2d+a)y+ (d®+ad+hb) =0 (8)

On doit donc avoir 8+a=0,d = —a/2, et(8) devient

7+ (2)-Z b0,

2
- b,
erg) =%

et on retrouve?).



2 L'équation du troisieme degre

Ecrivons-la
x3+ax +bx+c=0. (9)

En s’inspirant del.2, on peut supprimer dan@®) le terme enx? : on calcule qu’en
posant

a
X:y_§7 (10)

I" équation (9devient
y>+py+q=0. (11)

Voici une démarche des péres fondateurs (del Ferro, Tartaglia, Cardan (premiere moitié
du 16 siecle)) : dang10), remplagony paru+v :

(U+v)3+pu+v)+q=0
w4 3u?v+3uv + V2 + p(u+Vv) +q=0.

Si on trouveu etv pour lesquels

B+ =—q (12)
et uv+p=0, (13)

alorsu+ v est solution d¢11). Mais (13) implique
33_ (—P\3
uf_(S). (14)
Les égalitég12) et (14) impliquent queu® etv® sont solutions de I'équation
P\
2+ qz— (§> ~0 (15)

(en vertu dg5), (6) et(1)). On peut donc écrire :

I R G SO RO
@OV E o

C’est la formule connue sous le nom de formule de del Ferro-Cardan-Tartaglia.

d’ou

Ne nous préoccupons pas ici de la légitimité de la démarche, ni du fait que pour beau-
coup de lecteurs une équation du troisieme degré possede trois racines$. fécls



on était content de présenter une solution, la solution, qui était souvent un nombre
entier positif, connu a I'avance, comme nous allons le voir sur I'exemple suivant.

Cardan puis Bombelli furent interpellés par I'équation
X3 = 15X+ 4, (17)

dont ils savaient que 4 est une racine. Mais si I'on veut appliguerthaule (16) alors
p= —15 etqg= —4, (16)donne alors

V2+v/—1214v/2—/—121 (18)

Au 16° siécle zéro pose un probléme a beaucoup de mathématiciens, certains refusent
non seulement le calcul sur les nombres négatifs mais aussi I'existence méme de ces
nombres. Que dire alors des racines carrées des nombres négatifs ? En 1572, Bombelli
surmonte sa répulsion, écrit des nombrespkusb (meno di memo) », aujourd’hui on
écrita—+ bi, et définit un calcul pour ces nombres : on calcule comme pour les nombres
usuels, et lorsque I'on renconte on remplace cette expression pat.

Des lors, par exemple,

(2+i)3 =2+11i
(2—i)}=2-11i

d’ou, en additionnant les racines cubiques,

4=2+11i+ Y211,

c’'est-a-dire

4= /24+\/—121+v/2—/—121. (19)

3 Les nombres complexes

Cette derniere démarche est I'origine des nombres compéexds. La formule (16)

avait fait ses preuves mais son application éqliation (17)était paradoxale. Les
nombres complexes résolvent le paradoxe. Mais grace aux nombres comglgxes I

tion (1) possede toujours des solutions, deux si 'on compte d’'une fagcon adéquate,

méme Si
(a>2 b 20)
> (
Sans le paradoxe, si on en était resté a I'équation du second degré et aux nombres

usuels, on n'aurait probablement pas trouvé nécessaire d’inventer de nouveaux



nombres. La vie et les mathématiques sont remplies de problémes sans solution et
il suffirait de dire que soushypothese (2Q)’ équation (1)n'a pas de solution.

On constata qu’en acceptant les nombres complexes et en comptant les solutions d’'une
équation d’'une facon adéquate, alors I'équation Blul&gré possede 3 solutions et
I'équation du £ degré, 4.

Girard conjectura au début du ©3iecle qu’une équation dof degré possede so-
lutions. Gauss prouva cette conjecture tout a la fin dusi®cle. Dés le 1Bsiécle,

les nombres complexes s’étaient introduits dans le calcul intégral, et grace aux déve-
loppements en séries, Euler montra que ces nombres complexes permettent un lien
entre la fonction exponentiel& et les fonctions trigonométriques sinus et cosinus :

&% = cosx+isinx. Il en déduisit la formuled™ = —1 liant le nombree (une aire dé-

finie par une hyperbole et liée aux logarithmes) et le nombfiaire d’un cercle). A

la fin du 18 siecle et au début du $8iecle, ces nombres furent interprétés géométri-
guement : ainsi la multiplication pars’interpréte comme une rotation d’'un quart de
tour. lls ont depuis lors envahi I'analyse mathématique, la géométrie et la théorie des
nombres 14]. On définit proprement les nombres complexes, sous I'hypothése d’avoir
les nombres réels : ainsi pour Hamilton les nombres complexes sont les c@iples

de nombres réels munis des lois

(a,b)+(c,d) :=(a+c,b+d) et (ab)-(c,d):=(ac—bd,ad+bc). (21)

On vérifie que les couple®, 0) se comportent comme les nombeest on identifie
(a,0) eta. Par(21):
(07 1>2 = _(17 0)7

donc en posarit:= (0,1) tout nombre complexe s’écit+ bi, aveci® = —1.

Cauchy montra gu’en s’intéressant aux restes de la division euclidienne du produit de
deux polyndmes pax’+ 1, on retrouve les lois définissant les nombres complexes.
Ainsi

(a-+Dbx)(c+dx) = (x* + 1)bd + ((ac— bd) + (ad + bo)x).

4 Léquation du second degré resolue dans une
ambiance de bavardage

Reprenons le polyndme + ax+ b. Sans connaitré.1, si 'on suppose qu'’il posséde
deux zérosx, etx,, on peut prouver que

X2+ ax+b= (X—X;) (X—Xp) = X2 — (Xg -+ Xo) X+ X Xo. (22)



On en déduit les égalités) et (6).

Cette déduction ne nécessite pas la connaissance des fofB\ae&t). En fait, nous
aurions pu ignorer qu'il y a des racines. Nous pouvions donc ignorer s’il y a des ra-
cines, mais nous établissons que leur somme-at leur produito.

Les expressions; + X, etx; X, sont tres particulieresx; etx, y jouent exactement le
méme role : elles ne changent pas si I'on y permyytetx,. Par contre dans I'expres-
sionx; +2x,, X; etx, ne jouent pas le méme role. Considérons I'expression

Xy — Xo. (23)

Dans cette expressior, etx, ne jouent pas le méme role, mais si on y permyjtet
X, elle se modifie d’'une fagon particuliére : elle change de signe ; dqnex2)2 reste
invariante par les permutations geetx,. Remarquons alors que

(X —X%)2 = (X, + %) —dx %, =a° —4b  (par(5) et(6)).

Donc
X, — X, =+v/a2—4b (24)

Mais par(5) :
X, + X, =—a,

(5) et(24) forment donc un systéme de deux équations du premier degré a deux incon-
nues dont les solutions redonngR). On a donc retrouv€?) en pensant &; — X, et
en remarquant que si 'on y permutgetx, cette expression bouge, mais pas trop.

5 Un procédé unique pour les équations de degré
inférieur a 5.

Cherchons, comme Lagrange aif $&cle (pour sa démarche originale, vdid]), si
nous pouvons pratiquer d’'une fagon analogue pour I'équation du troisieme degré et
envisageons que I'équatiott + px+ g = 0 posséde trois racines, X, et x;. Nous
possédons a présent les nombres complexes. Puisqué = (x — 1)(x* 4+ x4+ 1),
I'équationx® = 1 posséde trois racines ;2(—1+iv3) =: 0, 3(—1-iV/3) = 0%
Posons

L = X; + 0%, + 0%,

en nous souvenant que I'expressin-x, estx, 4 (une racine carrée bien choisie
de 1)-x,. Regardons les valeurs que prantbrsque I'on y permute, X, etX,. Tout



d'abord, quelles sont les permutations gurx, etx;? Il y en a six : d'abord la per-

mutation identique qui fixe chacun deset que nous notons %: (il §2 §3> Puis
1 X X3

ar exemple, ‘= (1 %2 %3 qui appliquex, surx,, X, Surx, etx, surx,. Puis
P pl'_x2x3x1q PPIQUEX; SUrXy, X5 SUMX3 E1X3 SUrX, .

(Xl X2 X3> —c,, <X1 X2 X3> —t,, <X1 X2 Xs) —t,, <X1 X2 Xs) —t,.

X3 X X X X3 % X3 X X X X X3

On vérifie que par ces six permutatiohgrend six valeurs. Mais introduisons
A= (X = %) (X — X3) (X — X3)

(qui jouera ici 'un des roles de, — x, pour I'équation du 2éme degré).

On vérifie que par les six permutatiodsprend deux et seulement deux valeufset
—A. DoncA? est invariant par les six permutations. On calcule (voir Appendice) que

D% = —(27¢° +4p%),

et dés lors

A=+\/— (2792 + 4p3).

Donc A a bougé, mais pas trop, et est alors une racine (carrée) d’'une expression
« connue »—(27¢? + 4p%). Cherchons a présent les valeurs que prempar les per-
mutations surx,, X, et X; qui conserventd. On vérifie qu'il n’y a que trois telles
permutations : 1¢, etc,. Par ces trois permutatiorisprend les formes :

L, X+ 0OX3+ %X = 0°L, et X+ X+, = oL,

On en déduit qué3 est fixe par ces trois permutations (puisgee= 1). On vérifie
par un long calcul que3 s’exprime comme ceci en fonction geq et deA :

L3 = —277q - %A
Donc
L= i/— (277Q+3;A)7
donc
Xq + 0X, + w2x3 = une racine cubique de quelque chose de connu. (25)
On prouve de méme que
Xy + w2x2+ X5 = une racine cubique de quelque chose de connu. (26)



Par un procédé analogugZ?), on écrit
X3+ pX+q = (X=X (X=X%5) (X—Xg) = xS — (x1+x2+x3)x2-|—---

Donc
Xy + Xy +Xg = 0. 27)

Les égaliteg25), (26) et (27) forment un systéme de trois équations a trois inconnues
dont la résolution donné€l6). Dans cette démarche une remarque capitale est : le
polynéme(X — A)(X 4+ A) est invariant par toutes les permutations §¥f, X,, X5},

le polyndme(X — L)(X — wL)(X — w?L) est invariant par toutes les permutations de
{X1, %5, X3} qui laissent fixeA.

Résumons ce que I'on a obtenupar toutes les permutations ¢, , X,, X5}, A prend

deux valeursi est racine d’'une équation du second degré. Par toutes les permutations
de {X;,X%,, X3} qui laissentA fixe, L prend trois valeursl. est racine d’'une équation

du ¥ degré, particulierement bien choisie est racine cubique de quelgue chose de
«connu ». Avec cela, on résoud I'équation. Lagrange prouve alors qu’on peut procéder
d’une facon analogue pour I'équation dtidiegré qui avait été résolue au€ifiécle

par Ferrari.

Il avait trouvé une démarche longue mais unique pour résoudre les équations géné-
rales de degré 2, 3 et 4. Mais sa démarche ne fonctionne pas pour I'équation générale
du 5° degré : dans ce cas I'expression analoglueeat solution d’'une équation de de-

gré 6 a coefficients connus et plus effrayante que I'équatiorf de@ré. Laésolution

par radicaux (c’est-a-dire la recherche de formules donnant les racines et ou n’inter-
viennent que les coefficients de I'équation et les sighes, x, +, \;/—) de I'équation

du 5° degré avait résisté a tous les efforts. Ce qui ne semblait pas dramatique puisque
des le 17 siecle étaient apparues des méthodes de résolution numérique qui donnent
les solutions réelles avec I'approximation voulue.

6 Les groupes

6.1 Dans la démarche de Lagrange, nous avons vu apparaitre les permutations : on
étudie les valeurs que prennent certaines fonctions des racines par des permutations de
ces racines. Ces permutations étaient un outil accessoire aux racines et aux fonctions
sur les racines. On va maintenant étudier I'ensemble de ces permutations comme ouitil
essentiel. Tout d’abord des notations.

Notons S; I'ensemble des six permutations s{i;,X,, X3} : {1,¢,C,,t1,t,,t3}. On
sait composer les permutations :csiet T sont des permutations, alors ¢ est la



permutation qui applique touf surt(o(x;)). Ainsi

X, X, X X, X, X X, X5 X
clot1:<1 2 3)0(1 2 3):(1 2 3):t3.
Xo X3 X X; X3 X Xy X; Xg
Lagrange s'intéressait aux permutations qui conservent une fonctiorx; desir

exempleL3. Ici, 1, ¢, etc, conservent3; t;, t, ett, pas.

L'ensemble E des permutations qui conservent une fonction f a une propriété bien
particuliere : sic ett appartiennent a [ alors o ¢ aussi.

En effet :
too(f)=1(o(f)) par définition du produit de composition des fonctions
=1(f) caro € E;
=f cart € E;

Nous dironanomentanémeitoir 6.3) qu’'une partieE deS; est ungroupe de permu-
tationssi et seulement si pour tous 7 € E,onacot € E.

Ainsi {1,¢;,c,}, {1,t;}, {1}, S;, sont des groupes de permutations{&tc,}, {t;},
{t;,t,,t5} ne sont pas des groupes de permutations.

Vers 1830, Galois associe a une équatosa 0 un groupe de permutatioset étu-

die les sous-ensembles @Gequi sont des groupes. Ce sont les sous-groupes.de

Il met en évidence une propriété de certains sous-group€s dppelés aujourd’hui
sous-groupes normaux, distingués, ou sous-groupes invariaBstigue I'on peut

définir ainsi : ce sont les sous-groupésie G pour lesquels sh € N et sig € G, alors
gonog—t e N. Dans les groupes étudiés par Galois, cette notion est liée a des questions
trés concrétes de résolubilité des équations. Il en déduit une conditidh $exis-

tence de certains sous-groupes normaux) pour que I'équatie soit résoluble par
radicaux. Lorsque cette condition est satisfaite, on retrouve comme conséquence de la
théorie de Galois la démarche de Langrangksssous-groupes concernés qui a priori

ne sont que des sous-groupes de permutations, deviennent alors les sous-groupes de
permutations qui conservent certaines fonctions

Galois déduit de sa théorie que paur 4, on ne peut pas « résoudre par radicaux »
Iéquationx"+a, X"1+-.-+a,=0, lorsque les, sont des « lettres ». Ce dernier
résultat avait été prouvé par Abel pour= 5, mais la condition de Galois est une
condition neécessaire et suffisante &igue lesa, sont des « nombres » ou qu'ils soient
des « lettres ». Ainsi on prouve par la théorie de Galois que I'équatiersx+3 =0,

gui possede bien cing racines complexes, n’est pas résoluble par radiChux [

6.2 Indiscernabilité.  En voulant résoudre une équation, on veut identifier chaque
racine. Lorsque I'on a résolu I'équation, toutes ses racines sont discernables. Le pro-



cessus de Lagrange donne, par exemple pour I'équation du second degré la séquence

Suivante :

— Dans I'expression ¥, + X, », X, etx, sont tout a fait indiscernables.

— Dans l'expression x; — X, », X; etx, ne sont plus tout a fait indiscernables, mais
ne sont pas totalement discernables.

— Dans les expressionsx » et «x, » obtenues en fin de route, etx, sont tout a fait
discernables.

Par la théorie de Galois, la séquence de Lagrange provient d’'une suite de sous-groupes.

6.3 Plus haut, nous avons défini momentanément les groupes de permutations. Au-
jourd’hui, on appellgroupe un ensembl& muni d’une loi, notons-la,

1. qui associe a tout coupl@, b) d’éléments dé& un élémenta-b deG,

2. telle que 'égalitéa- (b-c) = (a-b) - ¢ soit satisfaite pour tous les b, c € G,

3. telle queG comprenne un élément 1 pour leqaell = a= 1-apour touta € G,
4

. telle que pour toué € G, il existe un unique élémemte G pour lequela-b =
l1=Db-a

On peut prouver que $ est un ensemble de permutations sur un ensemble fini et si
la loi surG est la loi de composition des permutations, alors tandition 1suffit a

ce queG muni deo soit un groupe. Mais il existe des groupes infinis de permutations
(voir 7) et des groupes qui ne sont pas définis comme des groupes de permutations
(mais qui le deviennent par un théoreme de Cayley).

Remarque. En4 et5 les discussions s’effectuent dans une zone de flou : indiscer-
nabilité des racines dont on ne sait pas tres bien si elles existent, permutations sur
ces racines conjecturées, expressions algébriques en des objets dont on ignore la na-
ture, lettres et nombres. Aujourd’hui tout cela peut étre défini dans un cadre considéré
aujourd’hui comme clair.

7 Geometries et symeétries

7.1 Changeons apparemment de sujet et plagcons-nous dans la géométrie usuelle du
plan. Soient deux triangles

10
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qui possedent un angle « égal » compris entre deux cotés « égaux chacun a chacun ».
Euclide (vers—300 avant J.C.) prouvait gu'’ils sont « égaux » en appliquant le premier
triangle sur le second. Cette pratique a été menée pendant longtemps avec mauvaise
conscience : bouger le triangle, c’est faire de la physique (impure) et pas des mathéma-
tiques (pures). Il y avait d’'une fagon sous-jacente a cette pratique, I'idée que I'on bou-
geait le triangle de fagcon a conserver toutes les longueurs. Plus tard, on considérera une
transformation, bien choisie et bien définie mathématiquement, de tout le plan qui ap-
plique le premier triangle sur le second. Dans ce contexte, tout ce que I'on pourra dire
du premier triangle, on pourra le dire du second, dans ce contexte les deux triangles
sont indiscernables. On retrouve une situation ou I'on a des objets indiscernables et
ou, lorsque deux objets sont indiscernables, une certaine permutation applique I'un sur
l'autre. Cette remarque se place dans le cadre d’une découverte de Félix Klein qui avait
étudié Galois.

7.2 Le programme d’Erlangen. Euclide avait codifié ce que I'on demande aux
objets : points, droites, plans, circonférences, etc. pour pouvoir établir des énoncés de
géométrie. Pendant des siécles des mathématiciens ont cherché a prouver que I'une des
conditions demandée par Euclide dépendait des autres ; c’est I'axiome dit « des paral-
leles » que I'on peut énoncer comme ceci : « par un point hors d’'une drpiésse

une et une seule droite du plan qui contient le poirt, &t qui ne rencontre pas».

Au 19 siécle, il fut prouvé (Bolyai, Lobatchevski, Riemann) que cet axiome est indé-
pendant des autres axiomes et qu'’il existe des géométries tout aussi légitimes qui ne
satisfont pas a I'axiome des paralleles. Ce sont les géométries non euclidighnes [
Cayley réunit ces geomeétries et d’autres grace a ce que I'on appelle I'espace projec-
tif sur les nombres complexes. Félix Klein montra dans son programme d’Erlangen
(1872) que la théorie des groupes pouvait permettre de comprendre autrement ces géo-
meétries et étre un facteur d’unification. Il montra que toutes les géométries envisagées
par Cayley pouvaient se définir par la donnée d’'un ensemtded’un groupeG de

11



permutations de cet ensemble. Dans la situation.ti& est le plan (qui peut étre vu
comme I'ensemble des couples de nombres réelS)est le groupe des déplacements
du plan. Les mouvements qui énl dérangeaient, apparaissent maintenant comme
suffisamment importants que pour pouvoir définir la géométrie.

Par le programme d’Erlangen, au coupte G) qui définit une géométrie, on associe
des propriétés de parties &etelles queG soit le groupe des permutations Bequi
conservent ces propriéetes.

7.3 Soit le pentagone représentant (le batiment qui contient) I'lnstitut de Mathéma-
tiqgue de 'UMH :

La symétrie orthogonale par rapport a la drdite

appligue le pentagone sur lui-méme. C’est un cas particulier de ce que I'on appelle
aujourd’hui une symétrie.

Pour le pentagone, la rotati@ande %’O applique le pentagone

o

sur lui-méme et est aussi appelée une symétrie du pentagone. Aujourd’hui, une symé-
trie est une permutation d’un ensemble qui conserve certaines propriétés. Plus précise-
ment, une symétrie d’'un ensemble structuré est une permutation de cet ensemble qui
conserve la structure. En d’autres termes, une symétrie est ce que I'on appelle aussi un
automorphismell5, 21]. Dans I'exemple 7.1les translations et les rotations sont des
symétries du plan « usuel ». Les permutations des racines des équations rencontrées
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en4 et5 sont des symétries d’une structure définie par ces équations. Les symétries
d’'une structure forment un groupe. Galois a prouvé que, pour ce dernier exemple,
I'étude du groupe donnait des renseignements sur la structure. Cette démarche est de-
venue un guide pour la recherche, non seulement en mathématiques, mais aussi en
chimie et en physique2[]].

8 Conclusion

Il y avait peu de raisons utiles aux hommes pour chercher des formules de résolutions
par radicaux aux équations déi@egré.

La formule une fois trouvée s’est révélée inutilisable. Il y avait donc encore moins de
raisons de chercher une formule pour I'équation 8udgré. Dés que des formules
efficaces de résolutions numériques furent trouvées il y eut de moins en moins de rai-
sons de chercher une formule pour I'équation 8dégré. Les mathématiciens qui se
sont fatigués a tirer cette question au clair savaient cela tres bien. Mais ils sont ainsi
faits que si une question apparemment naturelle résiste aux efforts de gens tres forts,
alors on se dit que derriére cette question se cache quelque chose d’'important qui jus-
tifie que I'on se fatigue. Sans cette fatigue sur la résolution par radicaux des équations
algébriques, aurait-on trouvé les nombres complexes qui ont envahi la plupart des do-
maines des mathématiques et de la physique et les groupes qui ont fait de la notion a
connotation esthétique de symétrie un outil de compréhension et de prévision ?

A Appendice

A.1 Le Casus Irreductibilis. C’est, depuis Cardan, dguation (11)lorsque
(p/3)% + (9/2)? < 0. Un exemple est &quation (17)qui posséde au moins une so-
lution réelle, 4, mais ou I'application de farmule (16) impose comme efi8), de
considérer des racines carrées de nombres négatifs. En fait, comme nous allons le voir,
cetteéquation (17)comme toutes les équations du Casus Irreductibilis, possede trois
racines réelles. On s’est demandé longtemps si pour cette équation a coefficients réels
et a racines réelles, il n'existerait pas d’autres formules exprimant les racines a l'aide
de radicaux\;y—, mais ou n’interviendraient que des nombres réels. La réponse est né-
gative (Holder, 1890), mais sa preuve nécessite des résultats de la Théorie de Galois,
contrairement a ce que nous allons prouver ici.

Un autre sujet de préoccupation fut que lorsqu’il devint admis qu’'une équation du
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troisieme degré possede trois racines complexes (distinctes ou pas)nlde (16)
semblait fournir neuf racines. &€alité (13)mplique qu’il n’en est rien.

A.2 Soient don etq des nombres réels, gf, X, etX; les racines (complexes) de
I équation (11) x3 + px+q = 0. Par I'égalité

X PX+ g = (X—Xp) (X— %) (X—Xg)

on trouve

X +Xy+X3 =0 (28)

X1 XoXg = —( (30)
Soit, comme ed,

A= (X —X5) (X] — X3) (X5 — Xg) (32)
Donc
A# 0 sietseulementsix,;,X, etx; sont distincts. (32)

Lemme 1.

A% = — (2797 + 4p°) (33)

Démonstration. (1) Lun desx; = 0, soitx; = 0. Des lors par31) : A = (x; —
Xp) X1 Xo. OF
(X — x2)2 = (X, + x2)2 — 4%, Xy (34)
Par(27), X, +X, = —X5 = 0. Par(29), x;x, = p, donc
(X, —X%,)2 = —4p par(34)
etA? = (—4p)p? = —4p°.

(2) Tous lesx, sont non nuls et paB0), g # 0. Par(34), (27) et(30):

49 xX+4q
(% —%)? :X§+X—3 = 3x—3
X — Q4
=P par(1n)
X3
3
_99_ D
X3
De méme 3 3
(X —Xg)2 = X—q —p et (X—%g)?= x_q —q
5 1

14



D'ou

= (20)(2-9) (3-5)

On développe le second membre, on uti(igé) et I'égalité

1 1 1
L1_p

J— _|_ J— _— =
X X X3 aq
obtenue en divisar{29) parx, x,X; et en utilisan{30). On en dédui{33). O

Proposition 2 (Le Casus Irreductibilis). Les énoncés suivants sont équivalents :

(9@ o

Xy, X, €t g sont réels et distincts (36)

Démonstration §]). (1) Soit(36). Par(31) A est un nombre réel non nul &¢ un
nombre réel positif. D€33) on déduit(35).

(2) Soit(35). Des lors pa(33) et (32), lesx; sont distincts. Toujours p&B3), A? est
un nombre réel positif, donk est un nombre réel non nul. R&1):
A

Xy — Xo =
12 (X = X3) (X, — X3)

Mais

(X —X5) (X = Xg) = Xq X 3G — (X, X5+ X,Xs)
= X)X+ + (XX, — P) (par(29))
= 2%, X, + X%—p
2
= —Td-p (par (30)
3

Une équation du troisieme degré a coefficients réels possede toujours au moins une
racine réelle (théoreme des valeurs intermédiaires) xg@tR. Donc

A
X=X =—7—>—€R (37)
_X_g + X% -p
or
Xy +Xp = —Xg5 (par (28)). (38)
De (37) et(38), on deduit que; etx, sont des nombres réels. O
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A.3 On peut se donner le droit d’'utiliser un peu plus les ressources de I'analyse
mathématique. Etudions donc la courbe d’équatica x® + px+ g ol p et g sont

des nombres réels, avec< 0. Cette courbe posséde un maximum, de coordonnées
(— %p,q— %ﬂ/?), et un minimum, de coordonnée{ %p,qnt %p\/?). En
exprimant que I'ordonnée du maximum est positive et que I'ordonnée du minimum
est négative, on retrouve la condition/2)? + (p/3)3 < 0. Dans ce cas, il y a donc

des ordonnées successivement négatives, positives, négatives puis positives, la courbe
coupe donc I'axe desen trois points (théoreme des valeurs intermédiaires).

A.4 Les résolutions trigonométriques. On montre en général comme ceci
gu’'un nombre complexe posséde une racine carrée complexea-sdit € C, on
recherchex+iy € C pour lequel

a+bi = (x+iy)2.

En développant cette derniére expression et en égalant les parties réelles, on obtient le
systeme d’équations

-y —a
39
{ny:b (39)

Dés lors &%y? = b?,
(R +y?)2 = (X% —y?)? + ax%y? = a2 + b?

Puisquex’ +y? > 0, on a
X2 +y? = /a2 + b2 (40)

De (39) et (40), on déduit I'existence et le calcul des-iy. Pour les racines® d’un

nombre complexen(> 3), on présente la méthode trigonométrique. Une raison de
cette présentation exclusive est, comme nous allons le voir, que nous sommes en plein
Casus Irreductibilis et des lors la méthode algébrique raméne la recherche des racines
cubiques d'un nombre complexe a la recherche des racines cubiques d’'un nombre
complexe. Nous allons montrer, a la suite de Viéte (fin dtisiécle, début du ¥7
siecle), que les fonctions trigonométriques permettent des formules de résolution du
Casus Irreductibilis.

Lemme 3. Si ¢ est un angle ou un nombre réel, alors

cos3p = 4cosS ¢ — 3cosp.

Démonstration. Connue. O]
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Un nombre réet est le cosinus d’'un angle non nul et non plat si et seulemétjtsil.
Par lelemme 3 il est raisonnable d’appeleréquation de trisection d’'un angle non
nul et non plat » une équation de la forme

473 -37—-c=0, oulc| < 1. (41)

Les solutions dé41) sont

co S‘<arccos:) co 5<arccos:Jr 2_7:) ot co E(arcc0$+ 4_7r>
3 ’ 3 3 3 3/

Lemme 4. Sip< OetZ=/3/(—4p)X, alors les équationél1) et

3 3
4733z | =
pV—4p
sont équivalentes.
Démonstration. On calcule en remplacant dafi?) X par 4/ ‘T‘”"Z. O

Lemme 5. Soit p< 0. Des IorsS—S _i4p est le cosinus d’un angle non nul et non plat
si et seulement si

2797 +4p% < 0.
. 3g [ 3 \2 . 2, 3 .
Démonstration. (_q —) < 1 sietseulement 594% (—) < 1 si et seulement
pV —4p p= \—4p
Si 279° < —4p°. O

Des lemmegl et5, on déduit la
Proposition 6. L'énoncé(42) ci-apres est équivalent aux énongés) et (36):

p < Oetles\/3/(—4p)x; sont les solutions d’'une équation de trisection d"‘tﬂZ)
angle non nul et non plat.

On a donc obtenu un@rmule trigonométriqueour les solutions dedquation (11)
lorsque(q/2)? + (p/3)? < 0 : ces solutions sont les

q /_3
_4p aI’CCO% 7_4p an
—— COS 3 + 3

3

otk € {0,1,2}.
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Racines cubiques des nombres complexddettons le nombre complexe= a+ bi
sous la forme (cose +ising), our est le nombre réel positi{/aZ -+ b2. Le nombre

r posséde une et une seule racine cubique reélleet les racines cubiques deont
les nombres complexe¥r (cog £ + 2kT”)) ouk € {0,1,2}. Ces derniers cosinus sont
solutions d’'uneéquation du type (41)

Conclusion. Trouver dans le cas général le cosinus du tiers d’'un angle en fonction du
cosinus de cet angle, extraire la racine cubique d’'un nombre complexe, et le Casus
Irreductibilis, sont des problémes équivalents.

Merci a Louis Habran qui est responsable d’une premiére mouture de cet exposé en
septembre 2000, a Francis Buekenhout et Jean Doyen par leur aide a ma documenta-
tion, a Francis Buekenhout et Martine Oppitz pour leur lecture critique du manuscrit,

a Lyane Bouchez pour le soin de sa dactylographie, et a Christophe Troestler pour la
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